第 一 章 矢量, 它 的 定义 ,符号 和 方法 
81.1 标量 、 欠 量 和 张 量 


某 些 物理 量 用 1 个 实数 就 能 描述 ， 俩 如 质量 、 温 度 。 男 有 
一 些 物 理 基 ， 要 用 一 组 实数 才能 完全 描述 ， 人 鲍 如 力 ， 除 了 要 说 
明 它 的 大 小 外 ， 还 必须 说 明 它 的 方 商 ， 所 以 要 用 3 个 实数 才能 
表 状 ; 又 例如 物体 的 转动 惯量 ， 在 一 般 情 况 下 需要 用 6 个 实数 
才能 完全 描述 。 硕 量 是 标量 ( scalar ) ， 力 是 矢量 (vector)， 
转动 惯量 则 是 二 阶 对 称 张 量 。 本 章 着 重 讨 论 矢 量 。 

我 们 可 以 从 3 个 不 疗 的 角度 来 讨论 矢量 从 几何 角度 来 
看 ， 和 天 量 是 一 条 有 疝 线段 ， 它 具有 大 小 和 方向 两 个 特征 ;从 解 
析 的 角度 来 看 ， 从 量 是 一 组 有 顺序 的 数 ， 这 一 数组 不 仅 取 决 于 
它 所 朱 述 的 矢量 并 下 身 ， 而 日 与 所 选择 的 侍 标 系 有 关 ， 在 代数 领 
域 中 ， 矢 量 被 定义 为 线性 空间 的 元 素 ， 所 谓 线 性 空间 ， 是 措 能 
萌 旺 某 种 特 完 代数 运算 规则 的 集合 。 

以 上 对 矢量 的 讨论 是 在 地 同 的 层次 上 进行 的 ， 其 中 也 何方 
法 最 为 直观 、 例 如 在 力学 分 析 中 画 示 力图 ， 就 是 用 有 疝 线段 来 
表示 力 矢 量 的 。 但 是 用 几何 方法 只 能 进行 较为 简单 的 矢量 运 
算 。 稍 为 复杂 一 点 的 矢量 运算 ， 只 用 几何 方法 是 无 法 进行 的 ， 
必须 借助 于 坐标 用 解析 方法 来 进行 。 用 解析 方法 还 研 以 将 炙 量 
概念 加 以 推广 ， 从 维 数 (dimension》 上 可 以 推广 到 多 维 空间 ， 
从 阶 数 (order or rank 》 上 可 以 由 矢 景 推广 到 张 量 ， 从 而 将 
矢量 运算 与 张 量 运算 统一 起 来 。 本 教材 即 是 按照 这 一 体系 夹 纺 


了 


写 的 。 至 于 代数 领域 里 的 矢量 概念 ， 不 仅 可 以 从 数组 扩大 到 集 
合 ， 还 可 以 从 实数 域 扩 大 到 复数 域 。 示 过 ， 这 些 内 容 已 超出 本 
课程 的 范围 了 。 


$1,.2 几何 方法 


按照 几何 方法 ， 即 图 形 的 方法 ， 可 以 用 一 根 有 向 线段 a 5 
来 表示 一 个 矢量 。 线 段 的 长 短 表示 矢量 的 大 小 ， 箭 头 表示 它 的 
方向 《图 1-1》，a 叫做 始点 ，8 叫做 终点 。vYector 这 个 词 ， 
就 是 由 拉丁 文 “运载 "(Yectum ) 引伸 而 
来 的 ， 中 文 则 形象 化 地 称 为 矢量 ， 或 简称 “ 
为 笑 ， 也 称 为 向 量 ， 意 为 有 方向 的 晨 。 

矢量 符号 在 印刷 时 常用 黑体 字母 来 表 图 1-1 
示 ， 例 如 双手 写 时 矢量 符号 不 用 黑体 ， 可 在 字母 上 方 加 一 个 


第 头 以 资 区 别 ， 例 如 及。 矢量 入 的 大 小 用 |4| 或 4 表示 。 
在 本 教材 中 ， 为 了 在 课堂 的 黑板 上 书写 和 学 生 记 笔记 进 一 

步 提供 方便 ， 拓 量 一 律 用 大 写字 母 表 示 ， 标 量 用 小 写字 母 表 

示 ， 因 此 手写 时 ， 矢 量 可 以 不 加 香 头 也 不 会 引起 混淆 。 可 以 用 


有 4 表示 矢量 ， |4| 表示 其 大 小 。 书 中 有 时 也 用 项 表 示 矢 量 。 用 


ab 或 jabl 表示 其 大 小 。 | 
秋 量 的 大 小 重 取 正信 ， 称 为 和 失重 的 模 《 magnitude ) 。 模 
为 零 的 矢量 称 为 零 和 撩 ， 克 及 =0 与 4=0 等 价 。 堆 矢 没 有 确定 
ee a nl 
定义 如 下 。 
人 


we# 


ps 
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位 置 如 何 ， 可 认为 此 两 矢量 相等 ， 记 作 4 一 吕 ( 图 1-2)。 
(2)》 矢量 的 加 法 规定 如 下 设 帮 十 如 =C， 将 如 的 始点 a 
与 并 的 终点 相 接 ， 由 站 的 始点 0 到 如 的 终点 8 作 一 舌 量 即 
为 C。 显 然 刀 + 如 二 B+ 和 (图 1-3)。 此 法 则 称 为 矢量 相 如 
的 三 角形 法 则 ， 它 可 以 推广 到 多 个 秋 量 相 加 。 人 CC 二 帮 十 如 也 可 


以 由 08 一 oa+oc 得 到 ，ob 是 平行 四 边 形 oabe 的 对 角 线 ， 此 称 
平行 四 边 形 法 则 ， 它 与 三 角形 法 则 是 等 价 的 。 


A 好 
B o< 和 一 >s 


图 1-2 图 1-3 

矢量 是 有 向 线段 ， 但 是 能 够 用 有 向 线段 来 描述 的 物理 最 并 
不 一 定 都 是 矢量 ， 这 要 取决 于 它 是 否 符合 矢量 的 加 法 法 则 ( 按 
照 代 数 领域 中 的 矢量 定义 ,矢量 的 集合 必须 构成 一 个 加 法 群 )。 
设 质点 出 o 运动 到 a， 位 移 可 以 表示 为 有 向 线段 及， 又 由 a 运 
动 到 6， 位 移 可 以 表示 为 有 向 线段 器。 两 次 运动 的 总 位 移 可 以 
表示 为 C， 而 C== 丰 + 情 ， 因 此 可 以 把 位 移 媳 成 矢量 。 又 设 在 
o 点 有 两 个 力作 用 ， 一 个 是 06， 一 个 是 505， 由 实验 知 合力 为 
06。， 而 6 一 04 二 06， 所 以 力也 晨 和 撩 量 。 物 体 转动 的 角 位 移 虽 忆 
可 以 用 有 向 线段 来 描述 ， 但 是 不 能 用 上 述 法 则 来 求 依次 转动 后 
的 总 的 角 位 移 ， 所 以 角 位 移 不 是 矢量 。 

(3) 若 凡 十 器 一 0， 则 姐 与 召 模 相等 ， 方 向 根 反 ， 可 记 
为 如 一 一 胡 或 4 一 一 如 (图 1-4) 。 称 召 是 4 的 负 基 或 姓 
是 召 的 负 矢 。 如 此 又 可 以 定义 矢量 的 减法 ，C= 几 一 五 4 十 
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〈 一 至 ) 。 
(4) 矢量 驯 与 标量 属相 乘 仍 为 一 个 和 
大 量 , 记 为 mw 有 或 4m。 它 的 模 为 ml 4， 多 
当 m 为 正 时 ， 坊 丰 二 及 的 方向 一 致 ， 当 
六 为 负 时 ，m 寻 与 秆 的 方向 相反 。 图 1 4 
矢量 加 法 满足 交换 律 和 结 人 台 律 ， 4 十 加 一 B+A， 上 及 + 
(有 二 CC) 一 (4 二 有) 十 起 。 
关 量 和 标量 相 乘 ， 满 足 交 换 律 、 结 合 律 和 分 配 律 
1 人 利 一 几 mm，rm0(0H 媳 ) 一 (2 ) 凡 《位 十 32) 人 一 14 十 3 和， 
m(A+B)=mA+mB. | 


81.3 和 失 量 乘法 


(1) 标 积 或 点 积 

矢量 全 与 召 的 标 积 定义 为 4: 召 一 4Bcos9， 其 中 的 8 是 
是 与 加 之 闻 的 夹 角 。 攻 .如 是 一 个 标量 ， 故 称 为 标 积 。 这 里 的 
生 法 运算 用 点 “ ”表示 ， 必 亦 称 点 各 。 点 积 满足 交换 律 与 分 配 
律 入 .BB 一 B.4，A4.(B+ 避 ) 二 4-B+ 站 .CC, 现在 对 点 积 满 
是 分 配 律 进 行 证 明 如 下 ， 

作 505 一 4, 6 一 BBc=C, 则 5c 一 B+C (图 1-5 ) 。 


过 o 点 作 平面 s 垂直 于 o6。 过 天 点 和 ec 点 分 别 作 oa 的 平行 线 与 
s 相交 于 5b” 和 cr, 再 作 be* Bye' 并 取 cx 点 在 cc' 线 上 ， 则 有 ， 
A:CB+C)=04a'60, A:B=0a. b0’, 

A.C=oa. cc7， A.B+A.C=oa.(8b’ + cc” )。 


因 B=~Wo, b+ cer =007, 
EI A.B+A.C=04. cc =A:(B+C )。 

物体 受 力 如 的 作用 经 过 位 移 为 号 时 ， 则 力 玉 作 的 功 w 倒 
是 本 与 仿 的 点 积 w=P.S, 

(2) 撩 积 或 又 媳 ! 

两 矢量 通 与 召 的 矢 积 定义 为 通 X 吾 王 U45sing ， 其 中 
的 9 是 佣 与 如 之 间 的 夹 角 ，U 是 一 个 单位 矢量 ( 模 等 于 1 的 
矢量 ) ， 它 鼻 再 手 友和 如 ， 若 无 特别 说 明 ， 则 根据 入、 办 、 
UU 构成 右手 系 来 规定 也 的 方向 ( 轿 1~6 ) ， 这 里 的 乘法 运算 
用 “Xx” 表示 ， 故 亦 称 叉 积 。 及 Xx 如 的 模 4Bsing 等 于 以 并 与 
加 为 邻 边 所 构成 的 平行 四 边 形 的 面积 ， 而 UU 是 垂直 于 这 个 四 
边 形 的 单位 和 失 ， 称 为 它 的 法 和 拓 。 西 此 有 臣 X 吾 也 可 看 作 是 一 个 
面积 矢 量 。 


图 -1-5 图 1-6 
和 关 积 不 满足 结合 律 ， 即 和 x(BxXxO)=(4xB)xC 一 般 - 
不 成 立 ， 也 不 满足 交接 律 ， 唱 入 X 如 二 加 Xx 4 一 般 也 不 成 立 。 
但 是 有 有 x 如 = 一 Bx A。 拓 但 满足 分 配 律 


Ax(B+O)—AxB-+AxC. 
这 个 性 质 很 重要 ， 但 它 的 证 明 很 繁 ， 留 待 用 张 量 体系 的 解析 方 
法 来 完成 它 。 
设 有 旋 五 作用 在 a 点 ， 则 这 个 于 对 o 点 的 力矩 为 豆 一 
osX 到 (图 1-7)。 
《3)》 并 积 或 外 积 
Ee 亦 称 外 积 ) 记 作 有 如 ， 称 为 并 天 
《dyad ) ， 它 是 一 个 二 阶 张 量 。 关于 
二 阶 张 量 的 定义 以 及 并 积 的 具体 运算 ， 
将 在 第 三 之 中 作 详 细 的 介绍 ， 现 在 暂时 
将 并 矢 如 吾 当 作 一 种 符号 看 待 , 对 它 作 
直观 的 几何 解 令 比较 困难 但 是 可 以 通 
| 过 它 与 矢量 的 运算 规则 来 看 出 它 的 一 些 
2 性 质 。 并 矢 可 以 和 矢量 相 乘 ， 规 定 这 种 
图 者 乘法 按 结合 律 进 行 
AB-.C=A(B.C), C.AB=—(C.A)B, (1,1a,b) 
ABxC=A(BxXC), CxAB=(Cx A)B,(1,2a,b) 
(1,1a ;了 ) 式 的 右 端 为 矢量 ， 而 (1.2a,b) 的 右 端 仍 为 并 矢 。 
并 积 满足 结合 律 和 分 配 律 ， 但 不 满足 交换 律 ， 即 
(mA)(nB)=mn( AB), A(B+C)=AB+ AC., 
但 4 如 一 如 4 一般 不 成 立 。 
综 上 所 述 ， 矢 量 有 三 种 急 法 ， 标 积 、 矢 积 和 并 积 ， 它 们 都 
有 同一 个 重要 性 质 一 一 满足 分 配 律 。 这 是 在 代数 领域 中 对 矢量 
定义 的 一 个 基本 要 求 ,也 是 解析 方法 赖 以 建立 的 基础 。 矢 量 的 这 
三 种 乘法 都 有 其 物理 背景 。 否 则 ， 矢 量 滋 法 的 定义 似乎 带 有 随 
意 性 。 但 不 能 将 4Bsinb 也 定义 成 另 一 种 标 积 ， 因 为 它 不 满足 


分 配 律 。 

《4) 三 秋 相 莱 

两 个 矢量 相 系 的 结果 ,可 以 是 一 个 标量 硫 ' 召 , 可 以 是 一 个 
矢量 站 * 屋 , 了 出 可 以 是 一 个 二 阶 张 量 丰 如 ,若干 个 矢 晤 相 先 时 ， 
实际 上 是 逐次 把 其 中 的 两 个 矢 重 相 乘 ， 使 矢量 的 数目 恶 次 了 减 
少 ， 最 后 也 化 成 为 两 个 矢量 相 猴 。 三 个 矢量 相 委 称 为 三 矢 积 或 
二 重税 ( 有 的 书 上 又 称 之 为 三 重 积 ) 有 ,BC, A.(BxC) 
和 及 X( 如 XxC) 三 种 形式 。 其 中 用 .BC 是 一 个 与 C 平行 的 闫 
量 ; 另外 两 个 分 别 为 标量 和 矢量 ， 称 为 三 矢 标 积 和 三 秋 矢 积 ， 
都 属于 基本 运算 ， 必 须 热 练 掌握 。 

由 上 述 标 积 和 矢 积 的 定义 容易 推 得 ,三 矢 标 积 和 4-(BxC) 
的 绝对 值 ， 等 于 以 是 、 召 、C 为 校 边 的 平行 六 面体 的 体积 (图 
1-8)。 当 是 、 召 、FC 构成 右手 系 时 、 及 (BXxC) 为 正 值 ， 反 之 
为 负 值 。 又 容易 验证 及 -(BXC)=(AxB):.C=C.(AxB) 
一 (人 X 人 4) 加, 据 此 可 以 引入 一 个 新 的 符号 [如 吾 C], 定义 为 


[LABCI=A.(BxC)., (1.3) 
它 是 一 个 标量 ， 具 有 循环 性 质 


CABCTI=ICABI=[LBCA), (1,.4) 


Ax(tHxC) 


辕 1-8 


称 此 为 循环 公式 ， 在 矢量 运算 中 应 用 很 广 。[-4BC] 还 具有 反 
对 称 性 质 
LABCi=~tCBA= -LBAC], 《1.5) 
容易 证 明 ， 循 环 性 质 已 包括 在 反对 称 性 质 之 中 。 
可 以 证 明 ， 三 矢 矢 积 盘 x (BxC) 满足 
AxX(BxOO=B(A'C)-—C(A.B)., (1.6) 
这 称 为 分 解 公 式 ， 是 矢量 代数 中 一 个 重阳 的 基本 公式 。 因 
用 几何 方法 来 证 明 它 很 麻烦 ， 改 留待 后 面 用 解析 方法 来 证 明 。 
这 里 先 作 一 点 解释 ， 我 们 知道 矢量 ( 召 xC) 指向 如 与 C 所 在 
平面 的 法 启 《 图 1-8)， 而 矢量 及 x (BxC) 与 和 拓 量 (BxC) 
互相 垂直 。 所 以 必然 处 于 如 与 所 在 的 平面 内 ， 从 而 必定 可 
以 分 解 为 呈 与 C 的 线性 组 合 
例 1.1 设 44、 吾 、C、 万 为 任意 四 个 矢量 ， 求 证 
| ALBCDiI-+CLDAB] 
=BICDA]+ DILABO]. (1.7) 


解 ” 考 虑 四 矢 相 乘 (4xB)x(CxD), 令 4x 有 B= 恕 , 则 - 


利用 分 解 公式 《1.6) 可 得 
(AXB)XCCXD)=Ex(CxD) 
CILDAB]I]— DCLABOC]. 
再 令 CXD=F， 可 得 四 
(AxXB)xXCxXD)-(AxB)xF 
=BICDA]— AL BCD], 
令 这 酚 式 右 端 相等 ， 移 项 后 即 得 (1.7 ) 式 。 该 式 说 明 ， 在 三 
维 空间 由， 任意 四 个 矢量 必定 是 线性 相关 的 ， 其 中 任何 一 个 都 
可 以 化 为 另外 三 个 不 共 面 矢量 的 线性 组 合 ， 例 如 : 
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| 


,EDBC] , nL ADC] ,LABD] 
DAFABCT 十 BIABCT +C FABCT* ‘3 
土 式 中 的 分 母 痢 是 标量 。 若 秆 . 召 一 az， 如 和 入 已 知 ， 吾 却 是 
不 确定 的 ， 不 能 从 m/ 站 来 求 出 娟 。 


81.4 解析 方法 


以 上 介绍 了 几何 方法 。 与 之 相应 的 符号 称 为 黑体 符号 或 
Gibbs 符号 ， 也 称 为 抽象 符号 。 它 的 优点 是 直观 ， 紧 竣 ， 运 算 
简捷 。 而 日 不 需要 坐标 系 。 抽 象 符号 运算 的 最 终 形式 是 内. 始 ， 
及 XxX 五、 有 4B 各 [ 妥 恕 C]， 复杂 形式 最 终 必 可 化 成 这 四 种 形式 
的 组 合 。 但 是 如 果 我 们 需要 求 出 矢量 运算 的 具体 数量 关系 ， 用 
抽象 符号 和 几何 方法 就 凶 方 便 了 。 对 于 复杂 的 运算 ， 用 几何 方 
法 甚至 可 以 说 是 元 法 进行 的 。 抽 和 象 符号 在 某 种 意义 上 可 以 看 成 
是 一 种 算 符 ， 它 提示 人 们 进行 革 种 运算， 例如 [4BC] 是 表示 
一 个 体积 的 值 ， 但 要 具体 算出 它 来 ， 就 应 该 借助 于 坐标 系 ， 用 
通常 的 标量 数学 运算 来 进行 了 。 

(1) 举 标 系 和 基 〈basis ) 

最 简单 的 坐标 系 是 直角 党 标 ; ， 即 正 交 向 卡尔 坐标 系 或 简 
称 笛 卡尔 堂 标 系 (Cartesiat coordinate system)。 传统 的 坐 
标 符号 是 4、 了 、Z， 我 们 现在 改 用 xi\xy xs， 以 便 适 应 于 规 
范 化 的 张 量 运 算法 则 。 

设 着 人 举 标 轴 的 正方 向 取 3 个 单位 矢量 杏 | .如 。 和 召 ,， 称 为 
华 标 系 的 基 ， 有 时 也 称 基 矢 ， 但 要 注意 它们 并 不 满足 矢量 的 严 
格 定义 ;因为 用 黑体 符号 表示 的 矢量 应 该 是 与 坐标 系 的 选择 无 


关 的 ， 而 肌 ,, 召 ,再 , 却 取 决 于 所 选用 的 坐标 系 。 根据 例 1.1 的 
结论 ,任何 一 个 矢量 和 4 都 可 以 分 解 为 杏 ,、 再 , .再 ,的 线性 组 合 ， 
| 


a=aB,- -mB to, SB, 《1.9) 


式 中 的 a 称 为 盘活 吾 : 方向 的 分 量 ( component ) 。 
空 闻 一 点 p 的 位 置 ， 可 以 用 矢量 O 来 描述 ( 图 1-9 ) ， 


R(p)== OP 称 为 点 的 矢 径 《radius ) 。 它 与 诱 点 坐标 x, 的 
关系 是 


3 


元 -一 2 C1.10) 


3 入 Kronecker delto 符号 61,， 它 的 定义 为 ， 


| TI， 当 一 入 
5 一 5 一 
唱和 坐 标 积 基 有 以 于 人 性质， 


}， {m==1.2,3, (1.11) 


F- 


.10 


OX! 一 6 (1.12) 


E,. EB,=6.,. (1.13》 
引入 排列 符号 ( 逆序 符号 》eimr， 它 的 定义 为 : 
十 1， 当 (1,m,n) 为 (1;,2,3)》 及 其 师 循 环 时 


Cims 一 | 一 41，。 当 (m,n) 为 《1,2,3) 的 六 循环 时 
0， 当 人 mm 中 有 重复 数字 时 


(1.14) 
则 正 交 坐标 系 的 基 的 性 质 可 以 表示 为 
及 
E,xE,= ZeinnE,. 1.15) 


它 相 当 于 9 个 公式 ， 
ExE=0, ExE,-E,, BxB,-—E,, 
BE,xE=—E,, ExE,-0, ExBE.=E,, 
Ex EE,, Ex E,.=~—E,, Ex E.~—0., 
《2) 自由 标 ， 哑 标 ， 求 和 约定 
式 (1.15 ) 中 的 指标 fm 可 以 取 1、2、3 中 的 任何 数 ， 因 
此 加 :XB 代表 了 9 个 式 子 。l、m 各 取 转 定 的 数 ， 即 代表 一 个 
特定 的 式 子 ， 所 以 称 信 m 为 自由 标 ， 名 标 或 识别 标 。 式 《1.15) 
中 的 指标 # 则 不 然 ， 它 成 对 地 出 现在 等 式 右边 ， 依 次 取 作 1、2、 
3 并 求 和 ， 它 不 能 随意 取 特 定 的 数 ， 称 它 为 求 和 标 。 
现在 约定 在 一 个 代数 项 中 指标 成 对 出 现 即 表示 求 和 ， 省 


去 符号 立 ， 例 如 (1.10 ) 式 可 写成 至 一 %, 吾 ,。《 1.15) 式 可 写 
成 E,x FE,=e,sE,, . 
规范 化 的 张 量 体 系 要 求 算式 各 个 代数 项 中 出 现 的 自由 标 者 
JI 


彼此 相同 ， 例 如 aibm 十 cm 一 dim 而 求 和 标 可 以 只 出 现在 某 几 
个 代数 项 中 ， 例 如 (1.15) 式 中 的 二 只 出 现在 右 端 。 求 和 标 所 
用 的 字符 可 以 随意 改变 ， 例 如 可 以 写成 X%: 加 ,一 x* 吾 。， 对 求 和 
标 而 言 ， 重 要 的 是 规定 它 的 求 和 范围 ， 而 不 是 采用 什么 字符 ， 
因此 求 和 标 又 称 为 旺 标 。 

焉 标 求 和 约定 答 计算 带 来 了 极 大 的 方便 ， 但 是 这 时 要 注 
意 ， 若 公式 中 出 现 了 成 对 的 指标 但 又 不 表示 求 和 ， 那 就 必须 特 
别 注 明 。 虽 可 以 选任 意 的 字符 作 哑 标 ， 但 不 可 与 自由 标 重复 。 
在 同一 个 代数 项 中 出 现 两 对 或 两 对 以 上 哑 标 时 ， 它 们 也 不 可 重 


复 。 例如 ( 裤 xg)( 窜 cb, ) 只 可 以 写成 xsbe。 不 可 以 写成 


六 :ysQsb:。 如 果 写 成 了 后 者 ， 该 怎样 求 和 就 不 清楚 了 。 在 萎 法 . 
计算 中 ， 对 于 带 哑 标的 最， 完全 可 以 像 对 待 普通 的 代数 量 一 样 
使 用 交换 律 和 结合 律 ， 例如 Gi Bc) = bac,, 这 相当 于 同时 
使 用 了 分 配 律 ， 因为 abc:) 一 Goici 十 Dacz 十 bscs)， 击 雪 .ac。 
二 (ban)ci 十 (bsq1)cs 十 (bsq1)cs。 因 此 ， 应 用 哑 宗 求 和 约定 ， 
不 仅 是 省 略 了 符号 之 ， 而 且 括 号 也 不 再 有 必要 了 ， 还 可 以 得 
心 应 手 地 使 用 交换 律 和 结合 律 ， 给 计算 玉米 了 说 天 的 方便 。 我 
们 再 一 次 看 到 ， 这 又 是 建立 在 分 配 律 的 基础 上 的 一 个 运算 法 
则 | 。 

《3) 矢量 代数 

矢量 入 可 写成 4=a, BE, +a,B, +asB, a.B,， 式 中 的 
avaz 和 as 是 奶 的 3 个 分 量 。 骨 沿 任 一 个 坐标 轴 xx 的 投影 是 
4 旭 . 台 ,， 在 笛 卡 尔 坐 标 中 ， 矢量 的 投影 与 分 量 相等 。 现在 我 们 
对 此 作出 证 明 ， 并 以 此 作为 使 用 哑 标 求 和 约定 的 例子 ， 

32. 


A.EB.=aE,. B=a6= G0 + 026s 十 as。 
上 碟 右 端的 544、644 和 6s4 中 ， 只 有 一 个 为 1， 另外 两 个 为 0。 哪 
一 个 为 1， 要 视 & 为 何故 而 定 ， 即 - 
Qi 当 包 二 1 
| :将 当 吕 一 2 
Gas 当 有 一 3 
于 是 
:B=a6r= a | ‘(1.16) 
它 说 明 ， 基 晤 及 没 县 ,的 投影 就 等 于 它 沿 县 ;的 分 量 gx。 
上 式 给 出 了 一 个 运算 规则 ，dw 与 a 相 鞠 ， 其 结果 是 将 a 
的 指标 $ 改 挽 ] 成 R 。 . | 
现在 按照 哑 标 求 和 约定 进行 两 个 矢量 的 加 、 减 、 点 乘 、 又 


乘 ， 并 乘 计算 ， 
A+B=o0.B.+b.B.=(a:+6),, C1.17) 
A.B=ab,B..E,=ab,6,,=—ab,, (1.18) 
AxB=a6,B,xE,=e,ab BE,, (1.19) 
AB=-ab,BEE, (1.20) 


现在 我 们 可 以 用 黑体 符号 44 表示 一 个 矢量 ， 也 何以 用 指 . 
上 -qi 二 1、2、3) 表示 一 个 矢量 ， 或 仅仅 写 4a,，i 泛 指 1.2、 
2; a 代表 一 个 数组 。 当 + 取 具 体 数 时 ，a, 才 天 示 矢 量 的 某 个 
2 用 指标 符号 表达 的 算式 ， 称 为 指标 式 。 例 如 :表示 又 溢 
C 一 4xX 加 的 指标 式 是 cs 一 erapi， 当 ab 已 知 时 ， 据 此 即 
可 求 出 具体 的 矢量 ce。2x 的 & 是 自由 标 ， 它 可 以 是 1,2,3 中 的 
任何 数 ， 所 以 上 述 指标 式 代 表 了 三 个 算式 。a 和 上 的 指标 是 
开标 ， 在 计算 中 必须 遍 取 数值 1,2,3。 因此 ， 每 一 个 算式 又 是 
在 进行 数组 的 运 简 
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1.1 


1.2 


1.3 


为 如 对 ac 轴 的 力矩 ， 求 证 


1.4 


1.5 
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| 题 1 

设 正 六 边 形 的 诸 顶 点 依次 是 a.6.c.d、e、f， 用 几何 方法 计 
算 拓 量 ， 

ob+acrad +aet+af, 
说 明 下 列 各 式 的 几何 意义 (站 ,B.C 均 不 为 零 和 拓 )， 
4&.B=0, AxB=0, [LABC]J]=0, AxX(BxC)=0, 
有 一 根 轴 cc， 沿 ac 的 单位 矢量 记 作 和， 有 一 个 力 忆 作用 
于 ee 点，e 点 与 ac 轴 的 距离 是 be， 忆 在 与 ac 轴 相 垂直 
的 平面 上 的 投影 是 zf ( 图 
1-10), 定 义 m 二 (aeX FP):N 


m= |bexefl 。 


(提示 : FxN =e2j xN, 


ae=ae' NN+be). | 1-i0 

按 哑 标 求 和 约定 展开 下 列 各 式 ， 求 和 范围 从 1 到 3。 
条) Ginbns b) aubiss ¢) GD 
d) Qi; 6) diXiXis f) de 


求证 (a) aijbb) 一 于 (oo 十 obBh 


《by) Eijh Cri en(a 0) 


上 


、 人 Oh Oh 
1.6 设 有 mmGiiXiX 1 〈《 式 由 au 为 一 组 常数 ), 求 OXi i 


( 提示 : 首先 要 改变 唾 标 ， 使 它 不 与 偏 导数 中 的 自由 标 重 
复 。 ) 
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第 二 章 “和 矩阵 和 指标 算式 
$2.1 纸 阵 


在 上 一 富 中 已 经 介绍 了 矢 景 的 指 剑 符号 ， 即 矢 景 可 用 数组 
有 表示 ， 矢 量 运算 归结 为 数组 的 运算 ， 并 按 哑 标 求 和 约定 ， 用 
指标 符号 来 进行 。 在 这 一 章 中 我 们 杷 用 和 矩 省 来 进行 矢量 运算 ， 
并 介绍 指标 算式 与 算 阵 运 竹 式 之 间 的 关系 。 为 了 照 感 不 狼 悉 年 
阵 教 学 的 读者 ， 我 们 首先 要 介绍 一 些 第 泗 运算 的 基本 内 容 ， 有 
的 只 介绍 结论 ， 不 作证 明 。 

《1)》 和 宪 阵 、 方 阵 、 单 行 阵 和 单列 陈 

mxX# 个 晤 gi 一 1 ,mj 一 l,m) 排列 成 m 行 、n 列 


的 闪 
i 

则 做 wxn 短 隆 ， 称 0 为 它 的 元 素 ， 指 标 ij 表示 它 位 于 第 1 
行 第 列 ， 称 为 入 i 为 行 标 ，j 为 烈 标 。 

行 数 与 列 数 n 相同 的 策 阵 又 称 为 » 阶 方 阵 。 愉 有 1 行 的 矩 
阵 称 为 单行 孟 ， 记 作 
,一 (ai EE Ga), 
只 有 1 列 的 矩 陈 称 为 单列 隆 ， 记 作 


A _/ 2 


Ga 


了 6 


《2) 第 阵 相 辑 减 ， 息 阵 与 数 相 乘 

胡 果 两 个 矩阵 的 行 数 祖 同 ， 列 数 也 相同 ， 则 称 他 们 为 同型 
天 阵 ， 只 有 同型 矩阵 才 可 以 相 加 减 ， 和 矩阵 相 加 是 指 各 对 应 位 置 
上 的 元 素 相 加 ，C 二 4 十 8B ”有 即 ci 二 a1; 土 b,;。 短 隆 相 加 运算 满 
足 交 撞 律 和 结合 律 , A+B=B+A,(A+B8B)+C=A+(B8+C)。 

两 个 矩阵 相等 是 指 它们 为 同型 矩阵 ， 且 对 应 位 置 上 的 元 素 
相等 ，A 二 BB 即 表 示 a;; 二 5,;。 ” 

所 有 的 元 素 全 都 等 于 零 的 赴 阵 叫做 替 符 阵 ， 记 作 
A=0, 即 av 一 0。 | 

年 阵 与 数 相 苹 即 每 一 个 元 素 都 乘 这 个 数 ， 有 /4 二 k&， 即 
G7) =Rb, jo 

(3) 失 阵 相生 

矩阵 相 乘 有 堪 乘 和 右 乘 之 分 ，- 呈 表示 上 4 右边 莱 以 或 8 
左边 帮 以 4， 前 提 是 左 年 阵 4 的 列 数 与 右 矩 阵 卫 的 行 数 相同 。 
设 扫 为 mxn 答 隆 ，B 为 nXp 和 矩阵， 则 莱 积 C= 一 .4B 是 一 个 
m xp 矩阵 ， 可 表示 为 

C=48, 


mxp mxXn sxXp 


”Cp Qn oo Gn by Op 
i 

C 矩阵 中 第 i 行 第 j 列 的 元 素 cv 由 4 的 第 i 行 与 B 的 第 j 列 
的 诸 元 素 依 次 序 对 应 相 屠 后 青 将 积 相 加 而 得 ， 即 
by 
bos 


CH 一 Ga Ge … Gin) 


bt 


一 11 十 Qisbaj 十 … 十 Qnr 一 Gespor。 
只 有 总 与 如 为 同 阶 方 阵 时 才 同 时 存在 AB 和 了 4 两 种 乘 
积 ， 而 县 一 般 说 来 二 者 不 相等 ，-4 召 = 了 4 一般 不 成 并， 所 以 
和 矩阵 相 屠 运算 不 满足 交换 律 。 但 它 满足 结合 律 和 分 配 律 ， 
(AB)C=A(BC), A(B+C)=AB+AC, 
因为 乘法 运算 比较 复杂 ， 下 面 再 用 几 个 简单 的 例子 来 加 以 
上 基体 说 明 ， 


Ly 
(a os) j 一 Ci 十 Gzpoy 


( ") i | abi ne ， 


Gz qsb! asb, 
bp % 了 
《9 02) ( j=(ab 十 aspsi arpis 十 Gepss)s 


1 G1 G2 aubit+ ab, ) 


\ , 
Qs! dz bs ‘Qaib1 十 Caapa 


矩阵 相 乘 有 一 些 特 别 的 地 方 要 注意 ， 若 两 矩阵 相 乘 得 到 有 零 
矩阵 ，-44 如 一 0， 可 以 是 4 于 0， 瑟 朱 0， 例 如 
2 
(3 4) : 0 
一 3 
给 宅 拓 阵 4 和 C， 不 能 由 4B8 一 C 确定 B， 8 不 仅 可 能 不 
是 唯一 的 ， 而 且 训 能 不 存在 。 
《4) 单位 阵 、 首 阵 
以 6,; 为 元 素 的 方 阵 ， 它 对 角 线 上 的 元 素 为 1， 其 余 的 元 
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素 均 为 0 ， 叫 做 单位 阵 ， 记 作 


任何 一 个 矩阵 与 二 相 乘 后 仍 等 于 它 自己 ， 芭 
AE=—A, EB=B. 

方 阵 与 行列 式 是 两 个 不 同 的 概念 ， 前 者 是 由 经 个 数 排 成 
的 表 ， 后 者 则 是 这 nm? 个 数 的 一 种 运算 、 其 结果 仅 为 一 个 数 。 
由 方 阵 4 可 以 生成 一 个 行列 式 ， 记 作 det4。 若 det4 寺 0， 称 
” 方 阵 毛 为 满 秩 方 了 泗 。 由 线性 代数 可 以 证 明 ， 对 于 满 秩 方 阵 4， 
必 存 在 另 一 满 秩 方 阵 了 ， 满 足 AB8 二 BA 二 EE， 我 们 称 上 4 与 BB 
互 为 道 方 阵 , 记 作 4 二 871! 或 有 一 4 显然 (4 一 4 道 方 阵 
是 唯一 的 。 

(5) 敌阵 的 转 置 

将 一 个 矩阵 中 的 行 改 为 列 ， 列 改 为 行 而 重新 排列 、 称 为 矩 
阵 的 转 置 。 由 44 转 置 成 妃 ， 称 4 与 妃 互 为 转 置 阵 ， 记 作 4 一 万 
或 如 一 447， 此 时 4 中 第 i 行 的 元 素 与 BB 中 第 i 列 的 元 素 对 应 
相等 ， 即 a;j = 二 6;;。 例 如 ， 


di ds 、 


He js 


Ql U2i Pr Di 


(1g m= -(% 5 


ls G2s bs bas 
在 转 辕 阵 A 中 ， 元 素 co 的 第 一 个 指标 i 改 为 列 标 ， 第 
二 个 指标 改 为 行 标 ， 据 此 我 们 约定 下 列 符 号 规则 ， 


BA 


T9 


Cia a 2 dl! Uy “*" 
4-( Qt a mn ) | 他 ta Er 坟 上 | 
革 列 阵 转 置 后 为 单行 阵 ， 即 4 一 4,， 人 一 4。 
关于 矩阵 的 转 置 有 下 列 关 系 : 
(4T)T= 4，(4BC)7 一 CTrBr4r。. 
$2,2 指标 算式 
扎 阵 相 息 是 通过 诸 元 素 相 乘 、 求 和 来 进行 的 ， 这 种 运算 也 
可 以 用 带 指标 (自由 标 和 哑 标 ) 的 元 素 的 计算 式 〈 即 指标 算式 ) 


来 表达 ， 现 以 二 阶 第 阵 为 例 来 说 明 扼 阵 乘 法 与 指标 算式 二 者 的 
对 应 关系 。 


Ca, 9) (j=m 对 应 于 a.0. 一 ms 
: 


[ CGI 、 1 Ct Cl2 
)&: bs) =( ) ”对 应 于 aibj 一 co 
0? 


C2 22 
pi bs. 要 
(a) Qo) ( J)=(e: cs») 对 应 于 Qsbss: = $ 
AN al 四 

/ Ql C2 ,Di 的 5 _ 
< } { ) 一 | 对 应 地 Gisbs 一 Ci 
Qs 02’ bs 2 

Ql at 、 bi bs Ci Cle 
( }{ j=( ) 对 应 于 abr,=c,:， 

Qi (yz bo paz Coal C22 


由 以 上 各 式 容易 推论 出 ， 对 应 于 矩阵 乘法 ABC 二 DD 的 指 


标 算式 为 : 
GijbjaCam—= A imo 2.1) 
VY 


旺 三 
上 式 有 租 简 望 的 规律 ， 元 素 abecd 的 位 置 排列 与 矩阵 女 8CD 相 
同 ， 哑 标 jj7p& 成 对 紧 所 在 一 起 ,. 自由 标 在 等 式 两 端的 排列 相 
同 ， i 排 在 第 一 ，tm 排 在 最 后 。 循 此 规律 ， 我 们 可 以 很 容易 
地 将 和 抵 阵 相 乘 写成 指标 算式 。 

和 矩阵 相 筠 可 以 写成 指标 算式 ， 反 之， 指标 算式 则 不 一 定 总 
能 写成 矩阵 算式 。 因 为 指标 算式 多 种 多 人 祥 ， 它 所 包括 的 运算 不 
一 定 总 能 用 给 阵 运算 来 完成 。 但 是 在 失 量 运算 中 出 现 的 指标 算 
式 ， 很 多 都 可 以 改写 成 矩阵 相 科 ， 其 中 也 有 规律 可 循 ， 我 们 仍 
通过 例子 来 加 以 说 明 。 | 
. 役 有 指标 算式 

Gub n= Crjy (2.2) 
它 的 指标 排列 不 符合 (2.1) 式 的 规律 ， 可 以 令 bw 二 dy; 并 运用 
交换 律 将 (2.2) 式 写 成 ds.ay 二 cwi, 则 它 对 应 于 矩阵 算式 DA 二 = 


C 即 B'A= Cs 如 末 令 Qi ;=f £ ki = hn [al 《2。 2) 式 又 可 写 


成 fj 二 hin， 它 对 应 于 FB=H 即 4 有 一 CT * 据 此 可 以 总 结 
出 如 下 规律 ， 
oyba=csjs 对 应 于 A'B=C”, 
或 Datsji 一 Cojs 对 应 于 74 一 C。 
因 指 标 算 式 满足 交换 律 ， 卜 .4 如 = 一 CC 与 有 4 一 4 是 等 价 的 。 
尺 上 两 组 对 应 关系 可 以 按 下 面 的 规律 来 得 到 生 阵 的 位 置 
排列 与 元 素 的 位 置 相 同 。， 即 8 一 < 对 应 于 A48 一 C， ba 一 c 对 应 
于 了 4 一 C。 元素 指标 的 排列 与 (3.1) 式 的 规律 相 比较 、 若 有 一 
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些 是 “ 凑 倒 ?了 ，、 则 与 这 种 元 素 相对 应 的 怎 阵 应 子 转 置 。 
例 2.1 将 指标 算式 9 一 hljsl,i 写成 矩阵 算式 ， 指 标 范 
围 由 1 到 2。 
解 ” 首 和 完 应 满足 哑 标 关系 ， 运用 交换 律 将 上 式 写成 
gu={h, d,s 
VV 
竹 ” 亚 
它 对 应 于 G 一 LTHL7， 故 得 到 箱 阵 算式 为 : 


(人 7 | “ *) 人 1 
sl gz loi 1 hsy hes’ I ls 
例 2.2 将 叉 积 公式 cs 一 euxncii 写成 矩 媳 算式 ， 
解 带 有 3 个 指标 的 符号 在 一 般 情 况 下 不 能 与 矩阵 相对 
应。 但 是 在 这 个 特殊 例子 中 可 以 令 CisQi =— hs, 由 上 式 成 为 
cir=h rb; 对 应 于 CG, 一 五 T 甩 。 或 己 ， =B.,H, 由 于 ei 具有 特 
殊 的 人 性质， 因而 h;; 有 简单 的 形式 


. hi hs hs 0 Ca 一 6 
T= ho hos, fso }-(-e 0 、 e, ) 
ha hss has Us 一 CGI 0 
故 又 和 尹 的 矩阵 算式 为 
Cl 0 as Qs b, 
RE 
C G2 ai 0 6 
. 0 G3 dz 
或 (C1 ce cs) 一 (Da bs) (~ 0 a ). 
Gs a 0 
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$2.3 行列 式 的 应 用 


记 三 阶 行列 式 为 
dl G12 Gis 
detA= 9 


O21 dss Uzsg 


(2.3) 


Csl Gas Uss 

可 以 用 排列 符号 将 它 展开 成 

detA=aiasjase 或 detA=aiiajsQsse iho {2.4) 
在 (2.4) 式 中 将 1， 2，3 者 成 1{，m，n; 如 果 (1 mm) 是 
)1，2，3) 或 其 顺 循 环 ， 结 果 仍 是 原 行 列 式 detA; 如 果 (1,m， 
n) 是 (1，2，3) 的 族 循 环 ， 则 结果 为 一 det4 如 果 1 ,m,n 中 
有 相同 的 数字 ， 则 表示 行列 式 中 有 两 行 ( 或 两 列 ) 相同 ， 结 时 
为 0 。 这 些 性 质 可 以 表达 成 

CiGniGein 一 QirGinGineiik=Einidetd。 《2.5) 
下 面 来 看 看 这 些 关 系 式 的 用 途 。 
《1) 由 (1.19) 趟 知 ， 叉 乘 计 算式 为 
AxB=enabB,. 

由 (2.4) 式 可 得 


E, E, E, a 
AxB=la: a, as|。 (2.6) 
b! b, b, ， 


《2) 下 而 证 明 一 个 定理 ， 方 阵 乘 积 的 行列 式 ， 等 于 方 阵 的 
行列 式 的 乘积 。 即 证 明 若 4B 一 C， 则 det4dvdet 下 一 detC ， 取 
detd 杂 一 CirGemGasneimay 


则 ] 
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det/A.detB—=aasnadsnerandetB 
=0/09m0gsb bi burens 
C1 CONE ij 
一 detC。 | 
由 以 上 定理 可 以 推 沦 ， 当 县 仅 当 两 个 方 阵 为 满 秩 时 ， 其 习 
积 为 满 秩 。 
例 2.35 过 dibsj= 6 求证 paaer 一 G。 
解 ” 因 为 单位 阵 五 为 满 秩 ， 所 以 4 和 号 亦 为 满 秋 。 据 线性 
代数 ′， 满 秩 方 阵 必 有 逆 隆 。 设 的 逆 阵 为 D, 有 即 ” < 
pa 一 Ci。- 
等 式 两 端 乘 以 oor， 可 得 
Ga 一 人 Go 
出 6,; 贰 积 的 境 标 性 质 ， 得 到 
过 pi 一 Gpjs 


已 sa 一 Ci 


8$2.4 ex 与 05 的 运 工 和 五 一 站 公式 . 
用 解析 方法 做 矢量 代数 运算 实际 上 是 运用 分 配 律 将 它 分 解 
成 分 量 的 运算 和 基 的 运算 。 分 量 的 运算 与 一 般 标量 的 运算 无 
. 异 ， 在 基 的 运算 中 ， 点 乘 出 现 6j， 又 乘 出 现 eux 这 两 个 符号 


”在 锋 量 运算 中 有 重要 作用 。 现在 我 们 进一步 探讨 em 与 3 


者 之 间 的 关系 。 
取 行 列 式 
Gn G12. O61 1 
detE =|6, 6,。 6,s | 一 1， 


Gal dss Oss 
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让 


人 


再 考虑 一 个 普遍 情况 ， 
Be | 
f =|6, On 6 | (2.7) 
Bes Bm Gn 


在 (2.7) 式 中 ， 如 果 (i，j，&) 和 (I，m，n) 都 是 (1，2，3) 
的 磊 人 循环， 或 者 都 是 (1，2，3) 的 道 循环 ， 那 末 
f=detE=1, 
如 果 (i,j,R) 和 (1,m,n) 中 有 一 个 是 (1,2,3) 的 师 循 环 ， 另 一 
个 是 逆 循 环 ， 那 来 
一 一 det 五 一 一 1。 
邵 困 Gi,j,8) 中 或 是 mn) 中 有 两 个 指标 是 相同 的 数字 ， 那 
末 
f=0。 
由 上 和 面 这 些 性 质 可 以 归纳 成 下 列 公式 ; 
Gy Om Gs 
6 On Go 
OG Gen Gkn 
这 就 是 ei 与 6, 之 间 最 普遍 的 关系 。 将 式 中 的 行列 式 展 开 ， 
使 得 到 


f= 


mm A A (2.8) 


BijkE ms =O (On — Ornm) 
+ Onn — OGsn) 
+ G6rn — OmOr)。 
令 上 式 中 的 指标 i 与 1 相等 作为 吗 标 求 和 ， 可 得 
CrjnEsmn — OnOgn — OjnOkmo (2.9) 
此 称 五 -万 公式 人 《e-6 公 式 )， 用 途 很 广 ， 是 张 量 代数 中 的 一 


“个 基本 公式 。 若 再 令 (2.9) 式 中 的 了 与 mm 相等， 作为 旺 标 求 
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和 ， 得 到 
esiheEsin 一 SG 一 上 0 一 20，， (2.10) 
最 后 还 可 以 得 到 
erikeahn 一 20 一 6。 (2.11) 


$2.5 三 夫 相 来 


现在 用 指标 符号 来 作 一 些 基 本 计算 。 
(1) 任意 3 个 基 的 三 矢 标 积 为 ， 
[EE.E,)=E,.(E. XE,.) 
=B,. Be,nk=OpEpnk = Emso (2,12) 
这 个 公式 有 直观 的 几何 解释 ， 当 (1,m,k) 为 (1,2,3) 的 顺 循 环 
时 ，[ 忆 ,EE,] 一 [BE.E,] 二 1， 为 单位 立方 休 的 体积 ， 当 
《1 mR) 为 (1,2,3) 的 道 循环 ， 即 加 ,加 ,可 , 组 成 左手 系 时 ， 
则 工区, 再 .至 ,]-=- 一 1， 若 由 mm 中 有 重复 数字 ， 吾 | , 轨 .， 碎 , 共 
面 ，[ 轨 ,至 ,. 召 一 0。 有 由 这 些 人 性质 ， 也 训 以 直接 归纳 出 (2.12 ) 
式 。 
(2)》 任意 和 泉 量 的 三 矢 标 积 为 
LABCI=ab cL EE,E,]=a.b ce:;s., (2.13) 
_ 由 ein 的 循环 性 质 与 反对 称 性 质 知 ，(2,13) 式 已 将 循环 公式 
(1.4) 和 (1.5) 包括 在 共 中 了 。 此 式 可 用 行列 式 计算 


dl ds Os 

b! b, bs 

cl cr Cs 
(3) 任意 矢量 的 三 和 撩 矢 积 为 
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[ABC] = 


:D4 (BxOC) Eg 五 ,ein 


ET s 


由 E-D 公式 得 ceisiernn 一 Gd 一 Go 代入 上 式 得 


AxXCBXC) =ab,c B66 — 6.0.) 
一 《Qipsc， —abc.)E, 
=B(A.C)-C(A.B)., 


这 个 公式 在 第 一 章 已 给 出 过 ， 称 为 分 解 公 式 (1.6)， 当 时 未 予 
证 明 。 -” 


2.1] 


2.2 
2.5 


2.4 


可 题 2 


按照 例 2.1 和 例 2.2 答案 的 格式 ， 将 下 列 指标 算式 写成 扼 
阵 算式 ， 指 标 范围 从 1 到 2。 
(a) C=01nbn, (b) Cj — dibiny 


(cy dj 一 dx,;, (d) a—=a,j% ,x), 


展开 aibjcresss， 指 标 范 围 从 1 到 3。 
计算 图 2-1 所 示 平 行 六 面体 的 体 
积 ， 其 4 个 顶点 的 坐标 是 
o(1,0,0), a(5,0,0), b(1,2,1) i 
i > 
证 明 叉 积 公式 cr 一 ewwa 必 /可 以 写成 ”5 re 
和 底 阵 算式 : 
四 2- 
0 一 bs 

《cl cz C3)—(a, 0 09) ( bs 0 -6 ) 站 

—bs b 0 
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z.5 用 指标 符 叶 和 万 - 吕 公式 直接 证 明 下 列 各 式 ， 证 明 过 程 中 
不 套用 抽象 符号 的 现成 公式 《三 矢 矢 积 的 分 解 公式 }， 也 
不 利用 前 面 题目 的 结果 。 
(a) (AxB):CxD= A B.D)— (A.D) BLO), 
(b) (AxB)xCxD)=[ABDIC 一 [4 有 CD] 万 ， 
(ce) A[BCD]+CLDAB]~BICDA+DLABO) 本 
(4) (AxXB):L[(BxC)x(Cx A)]=LABCY, 
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第 三 章 ”矢量 和 张 量 


8$3.1 坐标 系 和 坐标 变换 


矢量 可 以 在 规定 的 坐标 系 中 用 有 序数 组 ( 矢量 的 分 量 ) 来 
表 未 ， 同 一 个 矢量 ， 在 不 同 的 坐标 系 中 表示 为 不 同 的 数组 。 现 
在 要 进一步 研究 这 个 问题 ， 以 便 从 解析 的 角度 对 矢量 下 定义 ， 
并 将 实 量 概念 扩大 到 张 重 。 为 此 月 的 。 先 来 讨论 在 不 同 的 坐标 
系 中 各 种 量 的 变换 关系 。 

选择 同 _ 原 点 0 建立 两 组 直角 举 标 
系 ， 一 组 为 {x}, 一 组 为 {yr}, 相 应 的 “ 
考 标 加 ( {frame of reference {yr} gs 
中 的 恒 , 采 用 带 撤 “” 的 指标 ， 以 示 区 x 和 少 
别 。 两 组 坐标 系 的 相互 关系 ， 可 以 用 诸 
x; 轴 和 诸 yj , 轴 的 9 个 方向 余弦 来 描 二 
述 ， 记 作 


l=cos(x, 2 站 一 本 全) (3.1) 
可 以 将 它 看 作 是 矢量 吾 , 在 @;' 方向 的 投影 。 出 矢量 的 投影 等 
于 其 分 量 这 ~- 性 质 可 以 推论 出 : 
0 B=/G,. (3.2) 
设 有 任 一 点 , 它 在 两 组 坐标 系 中 的 坐标 分 别 汶 xi 和 芒 7 四 
对 O 〇 点 的 矢 径 可 多 示 为 x 吾 :一 yirGr 在 等 式 两 端 都 点 溢 以 
可 ,， 得 到 X64 一 y's;/。 即 
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Xa Yi, (3.3) 
这 就 是 两 组 坐标 之 间 的 变换 关系 ,而 点 ”由 做 由 Txt 到 人 1 的 


坐标 变换 系数 。 
两 组 坐标 系 的 命名 是 有 互 换 性 的 。 因 此 又 可 以 有 关系 式 ， 
I =G EE,, (3.4) 
Gi; =1 BE,, (3.5) 
yi’ = Xio (3.6) 


将 (3.5) 式 代 入 (3.2) 式 ， 得 召 ,= 辣 /可 ,， 两 端点 乘 吾 。 
得 : | 

lin =6,n, 《3.7) 
它 说 明 由 系数 1 与 上 1， 所 构成 的 矩阵 是 互 道 的 。 但 是 从 (3。.1》 
式 和 (3.4) 式 可 知 ，1,/“ ~1;/， 即 这 两 个 矩阵 互 为 转 置 。 因 此 
我 们 只 需要 保留 一 套 符 号 11, 碱 少 不 必 要 的 多 余 符 号 1, ， 最 
.后 留 下 下 到 各 式 : 
四 l=E..G,, 

Xi yy 

ys = x 

五 ,一 1 人 

GG,’=1E,, . 

lln/ =6mn,。 (3.8) 
《3.8) 式 说 明 ， 和 卸 阵 (87) 与 其 转 置 阵 互 着 ， 

《11 一 (DT。 
这 样 的 矩阵 称 为 正 交 抵 阵 ， 它 必须 满足 关系 

det(1 一 土 1， 
十 1 对 应 于 坐标 系 的 旋转 变换 ， 一 1 对 应 于 反射 变换 。 

(3.8) 式 代表 6 个 代数 式 ， 它 们 是 对 变换 系数 的 约束 ， 所 
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绕 %1 给 转动 45 ，x%s 的 新 位 置 


以 9 个 变换 系数 仅 有 3 个 是 独立 的 。 
由 《3.3) 式 和 (3.6) 式 还 可 以 得 到 关系 式 : 


SE 《3.9) 


它们 二 以 作为 坐标 变换 系数 的 更 为 普遍 的 定义 《 可 用 于 曲 
线 坐标 系 ) 。 

例 3.1 取 坐 标 轴 X; 
方 体 的 3 条 边 重 合 ， 先 将 它们 


成 为 ya (图 3-2)， 然 后 绕 
yz’ 轴 转 动 使 xs 轴 与 立方 体 的 
对 角 线 重合 ， 此 时 x: 轴 的 新 
位 置 成 为 yr"，xs 的 新 位 置 成 
为 ya， 求 {x 与 {yj 小 两 组 图 3-2 
到 标 条 的 变 挽 系数 。 

解 ”由 几何 关系 很 容易 得 出 ; 


2. 人 

V3 , | 
(1 一 | iv dL > 

il 1 

lr _ 


其 中 仅 有 21 与 [a1 一 时 不 易 判 断 。 由 ( 3.8 ) 式 得 


lla;’ =0, V2 十 村 一 0 0， l= a 
tlsi’=0, 2 + 十 =0 br 一 
了 1 3 9 6 o 
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83.2 入 量 与 张 量 


《1) 矢量 ， 符 号 与 定义 
. 和 4， ai(i=1,2,3), 4 可 (一 4)。 

和 丰 是 扯 象 符号 ， 它 不 依赖 于 坐标 ， 表 达 的 是 一 个 不 变量 
(invariant )， 即 不 因 举 标 变换 而 变化 的 基 。 
矢量 文 可 记 成 (91,9s,09)， 或 ati 二 1,2,3)。 或 仅仅 记 作 

4:， 它 表示 一 组 具体 的 数 ， 与 坐标 系 有 关 。 同 一 个 矢量 ， 在 不 
同 的 坐标 系 中 .a, 取 不 同 的 值 。9, 称 为 指标 符号 ， 它 的 全 体 即 
代表 矢量 ， i 取 - 一 个 具体 数 时 ，a 表示 矢量 的 一 个 分 量 。 

以 上 两 种 符号 由 式 么 一 ,加 ,联系 了 超 来 ， 41 如; 称 为 不 变 
性 并 矢 符 号 ， 名 称 的 含义 如 下 ， 在 另 一 参考 标 架 @j/ 中， 也 可 
以 写成 4 一 ai/@i,(aiyar,as) 亏 (ararr,asy)， 但 是 
aBE,;=a;G,, ~、 {3.10) 
这 就 是 说 随 着 党 奈 变 欣 ，(ali,9z1,9s) 要 变换 成 (al yas， 257)， 
二 者 不 等 ， 但 是 a:B, 却 是 .一 个 不 变量 。 

用 丽 . 点 乘 (3.10) 式 的 两 端 ， 可 得 : 


Qs = 0’, (3,.11) 
或 用 Gi 点 寺 (3.10) 碟 两 端 ， 可 得 : 
as’ =likG:, E (3.12) 


可 以 用 这 两 个 式 子 中 的 任 一 个 作为 矢量 的 定义 ， 与 坐标 系 
有 关 的 有 序数 组 ， 在 坐标 系 {%s} 中 为 as， 在 { 芒 小 中 为 arr 
车 满足 关系 式 ‘(3.11)， 则 此 数组 代表 一 个 矢量 。 这 个 定义 虽 
然 起 源 于 几何 的 形 的 概念 ， 但 是 它 已 摆脱 了 形 的 约束 ， 可 以 从 
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数学 逻辑 上 向 前 发 展 了 。 
(2) 并 矢 ， 二 阶 张 量 
将 上 曾 对 矢量 的 分 析 方 法 应 用 于 并 矢 ， 并 秋 也 有 3 种 表示 
方法 ; 
扫 象 符号 败 帮 ,指标 符号 ae 和 不 变性 并 拓 符 号 a.b,B,EBi。 
并 秋 有 9 个 分 量 a,6;， 在 坐标 变换 时 它们 应 满足 关系 : 
abBE=0,b/G, Gr (3.13) 
， 用 加, 和 畏 , 先后 从 右边 去 点 乘 等 式 的 两 边 ， 得 到 
ab6 ,0 =0p bp iy , 
即 ， 5 
| anbs =1,prlye tap bot, (3.14) 
这 是 作为 并 矢 的 anb; 在 坐标 变换 时 应 该 满足 的 变换 关系 。 由 
此 引伸 ,可 以 提出 二 阶 张 量 的 定义 :由 与 坐标 系 有 关 的 9 个 有 上 顺 
序 的 数 ci 组 成 的 数组 ， 若 当 举 标 变 换 时 按照 关系 式 
Crs = igrig! Cp {3.15) 
进行 变换 ， 则 cv 的 作 体 是 一 个 二 阶 张 量 。 每 一 个 c,,(i,j 取 具 
体 值 ) 是 它 的 一 个 分 最 。 显 然 ， 二 阶 张 量 的 并 所 符号 满足 关系 
Ea : 
cBEEB,=c.Gr Gr (3.16) 
它 与 (3,15) 式 等 价 。 . 
现在 我 们 从 张 景 的 角度 来 分 析 人 ronecker delta 符号 
ev 由 (3.8) 式 可 得 
On = ln ld ps, 
可 见 6 是 一 个 二 阶 张 量 ， 它 是 直角 坐标 系 的 度量 张 量 。 
由 《3.16) 式 有 0 盏 加 | 一 6 要 rr， 期 
E.F.=—G,.’G,, 
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这 是 6.; 的 并 矢 符号 。 

并 矢 《dyad) 是 二 阶 张 量 ， 但 是 一 个 任意 的 二 阶 张 量 一 般 
不 能 写成 一 个 并 矢 。 因 为 由 二 阶 张 量 各 分 量 所 组 成 的 方 阵 可 以 
是 满 秩 的 ， 而 由 并 矢 的 各 分 量 所 组 成 的 方 阵 不 可 能 是 满 秩 阵 。 
但 是 任何 二 阶 张 量 都 可 以 写成 3 个 或 3 个 以 上 并 大 之 和 ( 写法 

不 唯一 ) ， 所 以 二 阶 张 量 又 称 为 并 矢 式 (dyadic)。 

(3》 三 阶 张 最 

(3.11) ee ee (3.15) 式 给 出 
-了 二 阶 张 量 的 定义 ， 由 此 引 伟 ， 可 以 给 出 三 阶 张 量 的 定义 与 
泌 标 系 有 关 的 有 序数 组 am 若 在 坐标 变 接 时 满足 关系 式 


Qu = lipr lo lar/Qp’ re . (3,.17) 


则 它们 组 成 一 个 三 阶 张 量 。 三 阶 张 量 的 并 矢 符 号 为 
qnuE,E,E,, 显然 

ainB BB, B=a /GGG (3.18) 
它 与 (3.17) 式 等 价 。 


现在 我 们 来 讨论 排列 符号 eij。 由 行列 式 计算 的 (2.5) 式 
得 


edet(l,) =1ord ediest ,rs, 
.又 由 于 det(1;,/) 一 土 4， 故 得 
+ ebp driep/ se (3.19) 
如 果 规 定 在 右手 坐标 系 中 e114 二 eys， 在 左手 坐标 系 中 ij 
~ Eijihs 出 | Eijh 就 是 一 个 三 阶 张 量 ， 叫 微 Eddington 求 量 o 
高 阶 张 量 的 定义 可 以 再 由 (3.17) 式 引 伸 , 形式 是 显然 的 ， 
这 里 就 不 再 列 出 了 。 
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8$3.3 ”对称 与 反对 称 


如 打 张 量 a;jw 的 分 量 满 足 关 系 式 : 
Qijn! Gjinry 


则 称 此 张 量 关于 第 1、2 指标 为 对 人 称 。 如 有 果 关 系 式 


人 
成 立 ， 则 称 此 张 量 关 于 第 3.4 指标 为 反对 称 。 例 如 
6 一 5j， 
为 对 称 张 量 。 Thi 
ih=— Oh=ejn 


为 ( 关于 全 部 指标 的 ) 反 对 称 张 量 。 
二 阶 张 量 的 对 称 与 反对 称 性 质 最 为 典型 ， 任 何 二 阶 张 量 均 
可 唯一 地 分 解 成 对 称 张 量 与 反对 称 张 量 之 和 。 令 


a 一 下 (av 二 ar) (3.20) 
为 av 的 对 称 部 分 
好 .站 Ne : 3.21) 
| 2 | 本 
为 9;; 的 反对 称 部 分 划 awj 为 二 者 之 和 。 
Gr = Gri:, (3.22) 
二 阶 对 称 张 量 有 9 个 分 量 ， 其 中 只 有 6 个 是 独立 的 ， 因 为 
geoip 王 Qcwe 一 阶 肥 对 称 张 量 只 有 6 个 不 为 0 的 分 量 ， 因 为 当 
;一 了 时， 一 0。 这 6 个 分 量 中 只 有 3 个 是 独立 的 ， 因 为 


Gi, Arji.e 
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二 阶 张 量 的 反对 称 部 分 仅 由 3 个 独立 分 量 决定 ， 应 能 对 应 - 


于 一 个 矢量 。 令 
by =0eijs, (3.23) 
可 称 它 为 av 的 反对 钦 对 偶 矢 量 (dual vector)。 几 习题 1.5(b) 


出 


= be (3.24) 


由 (3.23) 和 (3.24) 式 可 以 守 出 号 与 5 的 对 应 关 


(3 


CQ23 一 下 3S2 (23- 


( b, )-{% 0) ) 

Da ee Ga 

;C1 Gr12 好 13， 宇 0 bs 一 D: 
Qi21] G22 U 23. | 一 六 ( —bs 0 二 
C3 32 C35 Da 一 如 0 


83.4 张 量 代数 


张 量 代数 运算 的 结果 仍 为 张 量 ， 其 中 包括 标量 ( 0 阶 张 量 》 
”′ 和 矢量 《 一 阶 张 量 ) 。 这 一 性 质 可 由 满足 坐标 变换 关系 的 张 量 
定义 来 证 明 。 大 多 数 证 明 都 很 简单 ， 现 留 给 读者 去 完成 ， 下 而 
仅 给 出 这 些 运算 规则 ， 
《1)》 加 减法 
只 有 同 阶 张 量 才能 相 加 碱 ， 所 得 结果 仍 为 同 阶 张 景 ， 
如 ;让 十 电站 一 Ci ijho 


(2) 并 乘 或 外 乘 
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己 经 知 谱 Qijeiih — Hijjeijiky 2 be 公 与 GT 相对 应 ， 不 准 导 


by 


ai 与 bim 并 乘 得 到 一 新 张 量 : 
GE 一 jw 
其 阶 数 为 相 乘 的 张 量 阶 数 之 和 。oaij 有 27 个 分 量 ， bim 有 个 
分 量 ， 而 cuwn 有 243 个 分 其， 由 Gon 的 金 体 与 bm 的 全 体 相 
乘 而 得 到 。 
并 多 与 次 序 有 关 ， 例 如 也 可 以 规定 
Grid 
或 其 他 形式 。dimis 的 243 dt Cisin 分 量 的 全 体 , 但 
是 排列 次 序 不 同 了 ,4 rm SCiihine 
(3》 缩 并 (contraction) 
ax 村 6 相 乘 《1,7 为 虹 标 》 叫做 对 张 量 G /六 1, 
2 指标 的 缩 并 运算 ， 


Me 


Qin =—=ag = b, > : 
其 结果 为 比 am 低 二 阶 的 张 量 。aijs 有 27 个 分 量 ，65。 有 3 个 分 
量 ， 仅 由 aijs 中 的 9 个 分 量 分 组 相 加 而 成 。 现在 来 证 明 b， 出 沟 
一 阶 张 量 ， 当 沧 标 变 搞 时， 
全 Gy rr ps os lars 
pp er 
—Qp/prr /Tes!, 
即 Di 一 ve 
因此 64 是 一 阶 张 量 。 
二 阶 张 量 cv 的 缩 并 o 一 au 二 as fass 为 一 标量 〈 零 阶 张 
量 )， 岂 做 a 的 迹 (trace)。 好 果 将 4.; 写成 方 阵 的 形 趟 3 
qi 为 此 方 阵 对 角 线 上 元 素 的 和 。， 
《4) PE 
qin 与 Con(R 为 嘱 标 ) 的 内 乘 可 视 为 且 并 生 与 缩 并 两 种 运算 
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< 


所 组 成 ， 
asinbpmt dy 
ein 的 分 量 由 ci 和 sn 分 量 的 全 体 按 一 定 规律 相 乘 后 组 合 而 
成 。 
内 蒋 必 须 规定 是 对 哪 一 对 指标 进行 的 ， 例 如 还 可 以 作 
GD 一 Chin。 
人 的 27 个 分 量 与 cm 的 分 量 完全 不 同 。 
(5) 反对 称 对 偶 张 量 
ai 与 @ijn 相 乘 (7 为 哑 标 ) 得 到 一 个 比 qi 低 一 一 阶 的 新 
张 量 bx 
QuaBiin = Ohm, 
叫做 关于 qijs 中 第 1.2 指标 为 反对 称 的 对 偶 张 量 。&n 的 分 量 
- 由 ci 一 ai 组 成 (i、 jm 互 不 相等 )， 例如 Bis 二 a1z4 一 Griks 
”现在 可 以 从 张 量 代数 的 角度 来 归纳 前 面 两 帝 的 矢量 运算 
了， 最 基本 的 运算 是 并 乘 a:5/， 即 并 矢 4 至 。ai 的 缩 并 ， 或 
4 与 b; 内 乘 0.6, 为 一 个 标量 ， 即 且 ' 如 。a.b ;的 反对 称 对 偶 张 
量 apieiia， 即 六 Xx 娟 。 以 上 所 述 可 列表 对 比如 下 


张 量 代数 并 矢 符 号 抽象 符号 
0; 与 5b, 相 加 artb.=e (0.+b.) E.~c, EE. A+B=C 
ai 与 刀 并 冬 ab;=d,; ob BE,~d,E.E, AB 一 方 
_ 4 与 六 内 入 Qsb, =m ab; E. E,=m A.B=—n 


G 心 的 反对 称 对 偶 aib ji = Ch ai jEijih 本 ,一 cx 有 AxB=C 


指标 式 本 身 包含 着 分 配 律 。 若 直接 用 ;byewjs 二 6 来 定 
积 ， 则 无 须 对 它 满足 分 配 律 这 一 点 再 作证 明 ， 让 峙 需要 证 四 的 
只 是 cc 确 为 矢量 。 
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$3.5 商法 则 (quotient rule) 


这 法 则 在 篇 单 情 况 下 较 易 说 明 。 
如 时 as 和 bs 是 张 量 ， 则 汪 积 
人 DC 《3.235) 
也 是 张 量 ， 而 昌 穷 易 求 得 。 如 果 巴 知 的 是 如 和 co 则 不 能 由 
《3.25) 式 求 得 gm， 即 张 量 没有 除法 ， 没 有 商 值 。 现 在 可 以 降 
低 要 求 ， 提 出 另外 一 个 命题 ， 设 a(ij8)bs 二 c;j 在 一 切 竺 卡尔 华 
标 系 中 成 立 ，b 是 一 个 与 a(ij#) 无 关 的 任意 张 量 ， 如 果 cj; 出 
是 张 量 , 则 可 以 判断 a(ijk) 也 是 张 量 。 即 是 说 , 虽 不 能 用 (3.25) 
式 来 求 ci 的 值 ， 但 可 以 判定 它 的 性 质 。 这 称 为 商法 则 ， 证 了 明 
如 下 : 
设 在 新 坐标 系 {yn’} 中 ， 
a( P/Q bcp 0 (3.26) 
因为 6,: 和 cp 部 是 张 量 ， 所 以 
po l,j = lpi a( th) bli!, 
代入 (3。 26) 移 项 后 得 到 
La(p’g’r’)— ll;, lyra(ijh) bb,=0, 
即 [Lacp’g’1’)— Lyla(ish) db 
+ iatp’q 2 )— l,l lalttihk) be 
+ [a(p’g’3) hillsra(ijk) bs /一 0 。 
因为 6. 是 任意 张 量 ， 可 以 令 by 地 0。 而 bx 一 pv 一 0， 于 是 得 
到 当 一 1 时 ， 
G( gr ) 一 六 ai 一 0。- 《3.27) 
依次 令 bs 于 0,5a 二 0， 可 以 得 到 结论 ， 当 人 刀 一 2 和 六 一 3 时 ， 
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《3.27) 式 成 立 ， 即 (3,27) 式 在 p,q .7 取 1 到 3 中 的 任何 数 
时 都 成 立 ， 于 是 可 以 判断 a(ijk) 为 三 阶 张 量 。 

商法 则 有 各 种 不 同 的 形式 ， 下 面 再 介绍 两 种 。 

设 a(ij)6b4 二 m 在 一 切 迄 卡 尔 坐 标 系 中 成 立 ，6,4 是 任意 张 
量 ， 乘 积 m 是 标量 ( 零 阶 张 量 ) ， 则 alij) 必 为 张 量 。 

设 a(ij)b,b, 二 m 在 一 切 笛 卡尔 坐标 系 中 成 立 ，6s 是 任意 张 
量 ， 乘 积 m 是 标量 ， 则 a(ij) 十 a(fi) 必 为 张 量 。 

商法 则 又 叫做 张 量 识别 定理 。 张 量 原来 是 由 坐标 变换 关系 
来 定义 的 ， 但 在 物理 问题 中 出 现 某 些 量 时 ， 往 往 并 不 直接 给 出 
它们 与 坐标 系 的 关系 ， 而 是 给 出 它们 与 男 一 些 张 量 之 间 的 关 . 
系 ， 这 时 用 商法 则 来 对 这 些 晤 作 判 断 就 显得 方便 多 了 。 . 


习 题 3 


3.1 用 cos(x%x,x’) 表示 1,cos(x,y ) 形 示 六 cos(z ,2) 
表示 jsa， 将 指标 式 六 :一 6 写成 6 个 代数 式 。 

3.2 对 应 于 例 3.1( 图 3-2 ) 的 坐标 系 {x,} 和 {yy/}， 写 而 p 
点 的 yy 华 标 值 ， 已 知 思 的 x; 坐标 什 为 (3,2, 一 2)。 

3,3 坐标 系 同上 。 已 知 一 矢量 为 (ci' ,aay,as) 一 (3,2, 一 2), 求 
它 在 x 轴 上 的 分 量 ci(i 一 1,2,3)。 

3,4 坐标 系 {x1} 先 绕 xs We 过 和 和 角 ， 使 加 轴 变 成 
yr 轴 ( 图 3-3)， 再 绕 y1' 输送 时 针 转 过 日 前 ， 使 x* 辕 
变 成 ys’ 轴 ， xs 轴 变 成 Ver 轴 ， 求 求 坐标 变换 系数 六 fp 
5 已 知 ga: 和 bb 为 人 由 坐标 变换 关系 证 明 和 GE 为 
矢量 。 
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图 3-3 


3.6 设 by, =Qreiin, 证 明 Griri bern 


3.7 证 明 下 述 商法 则 若 a(ij) 是 随 着 坐标 系 按 一 定 规律 变换 
的 9 个 数 的 数组 ，b, 是 任意 矢量 ， 且 atij)68 二 m 为 一 . 
标量 ， 则 a( 订 ) 十 (7) 为 二 阶 张 量 。 
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第 四 章 变 矢 


$4.1 入 性 函数 


正如 标量 有 常量 、 变 量 和 函数 等 概念 一 样 ， 冬 量 也 有 常 
失 、 变 矢 (variable vector) 和 矢 性 区 数 等 概念 。 例如 一 个 动 
点 卢 的 矢 径 Op 就 是 一 个 不 断 变 化 的 矢量 ~ 一 变 矢 。 、 
” 设 自 变量 了 上 在 某 个 范围 内 变化 时 ， 对 于 了 的 每 一 个 值 都 有 
变 矢 契 的 一 个 确定 的 大 小 与 方向 与 之 对 应 ， 则 称 丰 为 关于 + 的 
矢 性 函数 ， 记 作 


在 二 和 (1)， (4.1) 

用 指标 符号 表示 就 是 
| Q(t) {i=]1,2,3), {4.2) 

采用 并 矢 符 号 ， 则 有 
A =aN)E,. (4.3) 


和 天性 函数 的 自 变量 可 以 是 和 标量， 也 可 以 是 
矢量 或 张 量 。 本 章 仅 讨论 标量 1 的 和 性 函 
数 垦 (1)。 它 的 连续 、 可 导 等 概念 由 a1(?) 
的 连续 、 可 导 等 给 出 ， 此 处 不 再 重复。 

功 点 九 的 天 从 可 是 时 间 工 的 连续 冰 
数 ， 写 成 


一 1 


Be 


R(t)=x(t) BE,. (4.4) 


当 + 在 一 定 范围 内 变动 时 ， 肪 的 终点 上 描绘 出 一 条 连续 曲线 S 

即 为 的 轨迹 《图 4-1)。%, 一 x,t) 称 为 该 曲线 的 参数 方程 。 
对 于 任意 的 连续 变 矢 4(f， 将 其 起 点 固定 在 原点 , 随 着 上 

graph ) 。 四 


$4.2 夭 性 函数 的 导数 


《1) 导数 的 定义 

如 果 在 At->0 时 ， 极 限 | 
AA A(t+AD)— A(?) 
At Ar 


- 疗 在 ， 则 称 此 极限 为 及 (四) 在 t 处 的 导数 ， 记 作 
dd 及 AA (t+ A1}— A(t) 
At 2 


一 -一 一 lim 一 -一 一 ]i 
dr os Aft | a 


(4.5) 
式 中 A 及 二 A 和 (1+AD) 一 及 (四 ) 的 计算 ， 
1 应 按照 矢量 加 法 的 三 角形 法 则 ， 将 及 {+ 十 


< At 和 A(1) 的 端点 放 在 同一 个 O 〇 点 上 作出 
© 上 《 图 4-?2 ) a 


， 一 


4 和 也 是 一 个 失 量 ， 称 为 脸 (t) 的 导 
2 
-< 一 Ye 


图 4-2 矢 ， 它 与 夸 的 矢 端 曲线 相 切 ， 指向 + 增 大 
4- 的 方 沿 (图 4-2 》。 必 要 时 ， 可 以 再 求 


的 导数 ， 即 可 以 求生 ( 纺 的 二 阶 和 高 阶 导数 ( 如 果 存 在 


避 
A 


| 
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的 话 ) 。 辣 友 在 的 训 条 件 在 几何 上 表现 为 4 的 和 六 此 线 在 


该 处 连续 光滑 。 
(2) 导数 公式 
矢 性 函数 妈 的 求 导 法 则 ， 与 分 量 a: 的 求 导 法 则 相同 。 现 列 
出 如 下 ， 
d 


FC 一 0，《C 为 常 矢 》， 


d 4 
ge i s 
(4) ~ A+w 


“a: 


_d4 .8 
襄 (4BD =- 学 .8+4 全 


(Ax 本 xB+- 种 X 一 一 - 


(AB)= 0 < 
车 及 二 准 (u)， sy 别 有 
d4 dA du 


dt du dt?° 
对 矢量 求 导 ， 可 化 为 对 其 分 量 求 导 ， 上 指标 符号 来 计算 


dA _ el 
a — BE,, (4.6) 


可 见 ， 用 指标 符号 计算 矢量 求 导 时 ， 可 以 完全 套用 标量 求 
导 法 则 ， 例 如 
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da, dp 
二 (ena) eu: 人 十 G， a 


例 4.1 已 知 变 欠 ACt) 的 模 不 变 ， 求证 4 与 其 导 矢 -- a4 鲁 


家 
证 明 ”因为 和 4 的 模 不 变 ， 所 以 标 积 种 .4 为 常数 ， 其 导数 


为 0， 
-p<4. 4) = .4+4.d4 ~24. 4 0, 


dt 
故 若 -和 姑 0， 则 必 与 下 垂直。 
84.3 曲线 几何 
(ji) 自然 参数 
设 曲线 的 参数 方程 为 尼 二 R(t)， 即 x, 一 xi(t)， 则 曲线 弧 
长 的 微分 为 
ds=)jdRI= dR.dR = dxdxs (4,.7) 


4 、2 两 点 间 的 纲 长 为 
:一 上 | ds 下 由 ET , df。 


车 将 4 点 恩 定 ， 作 为 计算 强 长 的 起 点 ， 则 弧 长 5 是 积分 上 限 
的 函数 ， 记 如 为 1， 则 、 
SS 一 St) 
为 ， 的 单 值 递增 函数 ， 因而 必 有 反 列 数 :f(s)。 将 代入 曲 
线 方 程 R= 二 民 (t) 得 ， 
和 


~ R=R[Ii(s)]=R(s), (4.8) 
即 任何 曲线 均 可 写成 以 其 弧 长 s 为 自 变 量 的 参数 方程 。 s 叫做 
曲线 的 自然 参数 ， 按 照 自 然 参数 讨论 曲线 的 几何 性 质 有 很 大 的 
方便 。 

(2) 自然 标 架 


因为 ds 一 1d 责 |， 所 以 为 单位 矢 


量 ， 在 点 3 处 与 曲线 及 (s) 相 切 、 称 为 单 
位 切 和 撩 ， 记 作 


的 二 ds 0 (4.9) 
图 4-3 
ec 的 模 不 蛮 ， 所 以 a 一 -=e 与 “垂直 。 取 
9 (4,10) 
本 


旭 8 亦 为 单位 矢量 ， 称 为 出 线 在 点 5 的 主 法 矢 。 再 定义 单位 天 
量 

y=axp (4.11) 
为 曲线 在 点 5 的 副 法 和 失 ， 于 是 在 曲线 的 每 一 点 上 ， 都 有 相应 的 
3 个 正 交 单位 矢 a、B、pP， 它 们 构成 局 部 的 参考 标 架 ， 称 为 自 
然 标 身 或 renct 加 : 吉 《 导 4-3)。 

由 a 与 B 所 确定 的 平面 称 为 密切 平面 ,对 于 平面 曲线 来 说 ， 
密切 平面 就 是 曲线 所 在 平 徊 。 由 Te A 
平面 ， 由 卢 与 p 所 确定 的 平面 称 为 法 平面。 

《3) 由 深 和 抄 率 (curvyature and torsion ) 

切 撩 &@ 表示 曲线 的 方向 ， 它 的 变化 说 明了 曲线 的 弯曲 ， 
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da 

ey da i i ey ‘4.12) 
为 曲线 的 曲率 。 因为 a 的 模 为 1， 所 以 

图 4-4 1da| 就 是 的 转角 (图 4-4)。 由 此 可 知 ， 


曲率 表示 曲线 每 单位 长 度 的 转角 的 极限 。 
直线 的 曲率 为 0。 半 径 为 p 的 轩 最 ，« 一 上 ， 所 以 又 称 闪 - 


为 曲率 半径 。 由 (4.10) 式 知 。 
"rp, 《4.13》 


副 法 矢 ? 就 是 密切 平面 的 法 矢 。 平 而 曲线 的 ?为 常 矢 ， 改 


-和 一 0 而 空间 曲线 的 -9 表示 了 曲线 的 撞 册 。 定 义 
-_d .go+ [di 
| 


为 曲线 的 指 率 。 拨 率 与 曲率 不 同 ， 有 正 负 之 分 ， 可 以 这 样 形象 
化 地 来 说 明 + 的 正 久 ， 当 曲线 贴 着 密切 平面 向 左 弯 时 ， 如 果 同 
时 间 上 旁 ， 则 此 时 的 挠 率 7 为 正 值 ， 即 像 右手 螺旋 线 那样 找 曲 
时 ， 指 率 为 正 。 现 在 对 (4.14) 式 说 明 如 下 ， 


因为 
y=axp, 
dy _ da dB d 
所 以 qs ™ ds ~XB+a 4 a ax EE. {4.15) 
可 见于 是 与 4 垂直 ， 即 -和 -/ 8。 (4.14) 式 
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规定 -9 与 8 同方 向 时 ，* 取 负 值 。 于 是 还 有 

rp (4.16) . 
(4.13) 所 和 (4.16) 式 给 了 -全 -他 -的 表示 式 ， 下 面 再 
”给 出 -48 的 表示 式 。 


因为 ”6=?xa， 故 有 -69 一 -3 xa+yx-ce 。 考 培 到 
《4.13) 式 和 (4.16) 式 ， 便 可 得 到 : 


于 


dB _， 
-证 -= 一 xc。 St 


束 示 式 
da = dB = 三 二 和 一 -一 下 中 
—=rf, 一 站 一 -一 了 入 ray = 一 TH 


称 汽 Frenet-Serret 公式 。 
” ”上面 从 几何 上 给 出 了 切 和 撩 Q、 访 法 矢 8、 副 法 和 撩 ”、 曲率 
K 和 挠 索 的 定义 以 及 它们 之 间 的 相互 关系 ; 下 面 用 指标 符号 


给 出 它们 的 计算 式 。 采 用 符号 “2 者 示 对 弧 长 * 求 导 *- AT”。 


到 (4.18) 
| (4,19) 
A=a/r= P/E.x/(x, x)!, (4.20) 


y=axp=RxR/IRI 
ny 5。 y {4.21) 


`” 在 (4.17) 式 两 边 点 磁 ?。 得 


a _RxRk a Bl ) 
ds 站 $ es 
iB| IR! IR) 


T 一 4 


一 [ 尼 扑 完 ]/ 屁 .请 
es es (4, 22) 


例 4.2 设 有 平面 曲线 Jy 二 yx%x)， 试用 y= 名 、 J 


于 蓝天 示 其 曲率 。 


解 ” 求解 此 题 时 ， 只 要 将 参数 方程 x 二 x(s)，J 一 (5) 中 
的 导数 化 为 以 x 为 自 变 量 的 方程 y 二 y(x)，s 一 s(x) 中 的 导数 
即 可 。 由 | 
(ds)*=(dx)+ (dy)? 
出 发 ， 视 x 为 自 变 其， 得 。 


(i 


凤 eb C4.23) 
2 
i 
有 dx 
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dix dx ,dy dy 
所 以 ds ds + -qs = 


2 2 
Tb (4.24) 


将 (4.23) 式 和 (4,24) 式 代入 曲率 的 表达 式 (4,19) 中 ， 得， 
dz 名 dz 2 1 
“=[(33) + (EE) 


= +y(1+ 1 
即 为 题 意 所 求 。 


设 户 为 一 运动 质点 ， 其 关 径 尼 (t) 是 时 间 t 的 函数 , 则 x, 二 
x,( 妇 是 质点 运动 轨迹 的 参数 方程 。 质 点 的 速度 为 


_dE _ dx, 
df 或 “人 
加 速度 为 
_dF _dRk 或 dx, 
dt dt df ° 
运动 、 速 度 和 加 速度 都 是 相对 于 一 定 的 坐标 系 而 言 的 ， 


zi， 呈 -和 扫 竺 分 别 只 是 点 相对 于 选 定 的 坐标 系 {x 小 的 相对 
位 置 ( 坐标 ) 、 相 对 速度 和 相对 加 速度 。 

原始 的 力学 规律 都 是 相对 于 惯性 坐标 系 建立 的 。 如 果 {x 
不 是 惯性 坐标 系 ， 则 应 视 它 为 相对 于 惯性 系 而 运动 的 运动 坐标 
系 ， 它 的 原点 O 是 动 点 ， 它 的 基 慷 . ( 参考 标 架 ) 为 一 组 变 矢 。 
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现在 我 们 要 分 析 导 关 * 到 。 


{x 小 的 原点 O 相对 于 懒 仁 坐标 系 的 饼 
径 《 绝对 天 径 ) 记 为 如 (DO)，O 是 怪 , 的 始 
点 ， 记 加 , 的 终点 为 s， “的 绝对 关 径 为 
可 (53)〔《 图 4-5》， 则 点 s 的 绝对 速度 为 


Vts) 1-R(s) 
d dE,. 
式 中 ee 点 
的 速度 吓 分 解 为 
Vo)=VO+NxE,, 
故 得 
于 snNxBE., {4.25) 


臣 中 的 人 3 为 参考 标 架 如 ,的 旋转 角速度 矢量 。 上 式 也 可 写成 并 从 


”符号 B 
So, xE.=BEeow, | (4.26) 


te di he ee 
说 明和 


例 4.3 一 质点 在 半径 为 p 的 球面 上 运动 , 证 明 其 向 心 加 
还 度 为 o, 一 -一 。 
p 
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解 ” 质 点 在 球面 上 运动 ， 它 关于 球 心 的 矢 径 召 的 模 为 党 
数 ， 即 es z 

用 “*” 表示 对 时 间 求 导 ， 即 -全 。 求 导 两 次 ， 得 ”写本 一 9 
和 如 .性 + 妨 , 吾 一 0， 即 

R.R=— RR.R=—V, 


向 心 加 速度 为 - 
ar 一 如 (一 吾 /p) 一 三:2/0。 


34.5 矢 性 函数 的 积分 


《1》 丰 定 积分 


一 


若 晤 一 4(1)， 则 称 盏 ( 芒 是 (1) 的 一 个 原 函数 ， 原 函 


数 的 全 体 叫做 不 定 积分 ， 记 作 [4ACtydt， 则 有 
{AWdt=B +O, (4.27) 


” 式 中 的 C 为 任意 常 入 。 
不 定 积分 的 并 矢 符号 与 指标 符号 分 别 为 


|4Gpdr 一 至 ecoadn 


|ecpdt=eCpD+C。 (4.28) 


指标 符号 的 矢 性 函数 积分 法 则 与 一 般 标量 函数 的 积分 法 则 完全 
相同 ， 此 处 不 再 重复 。 求 工 个 矢 性 函数 的 不 定 积 分 ， 妇 结 为 求 
3 个 标量 洱 数 的 不 定 积分 。 l 
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《2) 定 积分 
设 有 (4) 在 区 间 [a,b] 上 连续 ， 由 点 4 二 机 < 之 之 …t, 二 6b 将 


区间 [a,8j 分 为 # 分 ， 用 gs 记 (b-4， 加 ) 疗 的 任何 一 个 值 ， 用 


4 记 maxAts。 则 定义 极限 
lim DAC) (ti) z (4.29) 
汶 人 (1 由 a 到 5 的 定 积分 , 记 作 
上 (td 
定 积 分 的 计算 归结 为 求 原 函 数 召 (f)， 
| 4at=Beb)— Ba), (4.30) 
相应 的 并 天 符号 与 指标 符号 分 别 为 
{AaB onan 
ec)ars6b) 8d), (4.31) 
式 中 的 95.() 为 ai 所 的 厌 函 数 。 


.习题 4 


4.1 求 蛛 旋 线 Xi: 一 gcost，xYxa 一 Gsint， xs 二 0t 在 任意 点 


的 曲率 < 和 摘 率 r。 ， 
4.2 质点 沿 曲 线 运动 ， 证 明 其 加 速度 为 ra + 。 


4.3 设 加 一 一 而,asin0 十 三,acosb 十 加 :5， 试 求 定 积 分 
(az dR 
T=|, (Rx 9 
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第 五 章 ”矢量 和 张 量 在 理论 力学 
中 的 应 用 


§5.1 质点 的 运动 


牛 额 力学 是 以 惯性 笃 标 系 ( 或 称 绝对 坐标 系 ) 为 出 发 点 的 ， 
但 是 我 们 也 经 常 需要 在 非 惯性 运动 坐标 系 中 处 理 力 学 问题 ， 因 


此 需要 建立 速度 、 加 还 度 等 力学 量 在 这 两 组 坐标 系 之 冯 的 转换 . 


关系 。 
设 动 坐标 系 的 参考 标 架 是 如,， 在 动 坐标 系 中 选 一 个 参考 


点 m， 其 矢 径 ( 绝对 位 置 ) 为 P。 所 要 研究 的 运动 质点 s 的 绝 
对 位 置 为 Q@， 相 对 于 扩 点 的 位 置 为 民 


< 图 5-1 pb 则 有 
他 一 P+E, {5.1) 
es (5.2) 
和 一 Os : (Hd 
式 中 的 了 年 和 与 是 质点 5 的 (绝对) 速 


有 峡 5-1 
度 和 加 迷 度 ，- 叶 -和 福生 是 参考 点 mm 的 (绝对 ) 速 度 和 加 速度 
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二 和 5 点 s 相对 于 参考 点 杰 的 相对 速度 和 相对 加 速 
二 


隔 
现在 进一步 对 相对 速度 和 相对 加 速度 进行 分 析 。 
”在 动 坐标 系 中 将 屁 写 成 垩 一 ,再 ,， 则 * 相对 于 点 mm 的 相对 


速度 为 
dR dr., 全 dr, | 
r=B. + =E, a +QOxR, (5.4) 


式 中 的 人 是 动 从 标 系 的 族 转 角 这 度 ， 而 局 这 个 量 能 够 被 了 


着 动 华 标 系 一 同和 运动 的 观察 者 观测 到 ， 称 为 点 3 在 动 坐 标 系 中 
的 视 速 度 (apparent velocity )， 或 称 为 点 s 相对 于 动 坐标 
系 的 相对 速度 ， 它 与 相对 于 参考 点 的 相对 速度 是 不 同和 的。 

”在 处 理 问 题 时 ， 为 了 方便 ， 可 以 选取 在 此 酸 时 与 点 s 重合 
的 点 为 参考 点 后 。 在 这 种 情况 下 ， 有 如 一 0， 已 -证 ， 上 
述 两 种 相对 速度 就 一 致 了 。 在 此 瞬时 与 点 重合 的 参考 点 如 呈 
做 牵连 点 ，m 的 速度 叫做 索 连 速度 ，(5.2) 式 可 表述 为 

绝对 速度 一 牵连 速度 + 相对 速度 。 
对 于 相对 加 速度 ， 也 可 以 作 类 似 的 分 析 ， 


dR 1d adr, 

于 人 
dr dE, dr dE, 
=E. dr 机 a 《5,.5) 


(5.5) 式 右 端的 第 一 项 至 是 质点 3 .相对 于 动 坐标 系 的 视 加 


本 
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< 速度 ， 第 二 项 可 以 表达 成 
=20x BE 2 XV {5.6) 


通常 称 为 哥 氏 《Coriolis ) 加 速度 。 式 中 的 各 为 动 坐标 系 的 角 
速度 ， 刺 .ve 一 至 -为 点 s 相对 于 动 坐标 系 的 视 速 度 。 
| 


,dE, 
可 三 


= xR+2x(x RR), 《5。7) 


EO WE 
取 在 此 瞬时 与 点 # 重 合 的 点 为 参考 点 。 即 替 连 点 ， 政 (5.7) 式 
为 0。(5。.3) 式 成 为 时 
= = 全 + 局 +20XV (5.8) 
它 可 表述 为 
绝对 加 速度 一 这 连 加 速度 十 视 加 速度 十 哥 氏 加 速度 。 


8$5.2 刚体 的 运动 


(1) 地 轴 系 、 体 轴 系 和 变换 系数 

刚体 的 运动 包括 移动 和 转动 。 移 动 表现 为 刚体 上 某 一 参考 
点 位 置 的 变动 ， 转 动 则 表现 为 刚体 姿态 (attitude ) 的 变动 。 
为 了 描述 刚体 的 姿态 、 可 取 一 组 与 刚体 联 在 一 起 、 随 着 刚体 运 
动 的 体 轴 系 吾 , 和 一 组 圈定 在 地 面 上 地 轴 系 @ir。 这 两 组 坐标 
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困 之 各 的 9 个 方向 余弦 ， 亦 即 两 组 举 标 系 之 间 的 9 个 变 搞 系数 
l=B, “GB 《5.9) 
就 是 对 刚体 姿态 最 全 面 的 描述 。 刚 体 姿态 有 3 个 自由 度 ， 9 个 
变换 系数 中 ， 也 只 有 3 个 是 独立 的 。 
如 果 有 3 组 参考 标 架 杏 ,、 吾 j 和 Gasw， 例 如 是 体 轴 系 在 3 
个 不 同时 刻 的 位 置 ， 相 应 地 可 以 有 3 组 变换 系数 ， 
E,:F;,=1, Pre Gi = 78 
和 Gr EB ,=n 《5.10) 
知 | 以 有 关系 | 
rt = pm neo (5.11) 
即 由 加 ,到 GGw 的 变换 系数 可 以 通过 中 间 状 态 妈 ;来 求 。(5,11 ) 
式 的 证 明 很 简单 。 由 (3,2) 式 知 ” 召 .二 1,j,F,， 在 此 等 式 两 六 
i 人 Hw， 便 得 到 (5。.11) 式 。(5。11) 式 还 可 以 写成 
BG/= EF,,F,,. Gr (5.12) 


只 要 注意 到 BF,,=E.E.,, 上 式 立 即 可 得 到 证 明 。 

由 (5,.10) 式 给 出 的 变换 系数 ， 其 指标 的 排列 顺序 是 任意 
的 ， 例 如 若 用 zx 来 代替 nav。。 则 (5.11) 式 也 可 以 写成 nw 一 
Tjjrm snr o 只 要 注意 到 矩阵 (ou8,) 与 (zw) 互 为 转轨， 《5.11) 式 . 
用 矩阵 计算 时 等 式 诺 端 矩 阵 也 要 转 置 ， 便 知 用 ziz 代替 fw 对 
(5.11) 式 并 无 任何 影响 。 同样 ， 也 可 以 用 ji 代替 1),; 或 用 
mo2i7 代 区 mm*。 因 此 (5.11) 式 可 以 有 8 种 写法 。 

在 3 组 参考 标 架 中 , 取 哪 一 组 作为 中 间 状 态 也 是 任意 的 ,所 
以 与 (5.11) 式 等 价 还 可 以 有 另外 两 种 形 式 ， 一 和 
jr 二 Rit。 过世 就 是 说 (5,.11) 式 可 以 写成 24 种 形式 ， 在 
选择 上 有 很 大 的 自由 。 这 不 但 不 会 引起 混乱 ， 而 且 这 正 是 指标 
符号 的 优点 。 我 们 只 要 注意 等 式 两 端的 自由 标 必 须 相 同 《 次 序 、 
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可 以 不 同 》，、 则 怎么 写 都 是 正确 的 。 

以 上 介绍 的 求 变换 系数 的 方法 很 容易 推广 到 有 多 个 中 间 状 
态 的 场合 ， 形 式 是 显然 的 。 

(2) 次 区 (C FEulerian angle > 

我 们 除了 可 以 用 从 体 轴 系 到 地 轴 系 的 坐标 变换 系数 来 描述 
刚体 的 姿态 外 ， 也 可 以 侈 抒 其 他 
参数 来 描述 刚体 的 姿态 ， 一 般 需 
要 3 个 独立 参数 。 至 于 用 什么 具体 
的 参数 ， 要 视 问题 的 性 质 而 定 。 
在 陀螺 理论 中 采用 的 参数 是 欧 拉 
角 ， 它 们 的 定义 以 及 和 坐标 变换 
系数 的 关系 如 下 。 
先 设 体 轴 系 与 地 轴 系 @j, 重 
AN 合 ， 第 一 步 ， 将 体 轴 系 绕 Gs 转 

a 动 角 度 gq ( 图 5-2 ) ， 变 成 参考 

; 标 架 可,*， 变换 系数 和 矩阵 为 


cosgp stng. 0 
(F817 ) -| 一 Sinp cosgp 0 


0 0 1 
第 二 步 ， 将 如,” 绕 吾 :" 转 动 角度 9， 变 为 加 ,vvr 变换 系 


数 和 矩阵 为 
1 0 0 
《3Sk27700 ) -| 0 cos singd 


0 —sing cosd 


最 后 ， 将 可 绕 杏 av 转动 角度 %， 变 为 最 终 的 体 轴 系 


避 ,， 变 换 系 数 矩阵 为 
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过 


cosp sinp 0 
《加 777)》 -| —sinp cos$ 0 
0 0 1 jo 
现在 可 以 利用 (5.11) 米 计算 由 体 轴 系 吾 , 到 地 轴 系 好 /的 变 
换 系 数 ， 
E, We 
将 以 上 3 个 和 矩阵 相 乘 ， 最 后 得 到 
| li Pos Hig ) | COSPCOSP— singpsingcosd 


lo L221 sy ~—cospsinp— singecosy$ecost 
lyr faar fasv singsing 


singcosy+ cosgsingcost sinygsin0 \ 
—singsinp+ cospcosgpcosg cosysing 


— cospsing cos0 


式 中 的 wm 称 为 进 动 角 (precession angle)，08 称 为 童 动 角 
《nutation angle ) ,， 乡 称 为 自转 角 (rotation angle ) ， 这 
三 个 角 ， 统 称 为 欧 拉 骨 。 

(3) 定点 转动 的 运动 学 方程 

由 于 ww、#%、8 都 是 独立 变量 ， 所 以 刚体 的 角速度 可 写成 


Q—$Gu + YB + oRB,, 
式 中 9 一 - 绪 - 代 表 的 角球 度 称 为 进 动 ， 儿 一 - 蜡 - 称 为 自转 ， 
) 一 -全称 为 剖 动 ， 刚 体 的 角 连 度 为 三 者 之 和 。 
个 在 体 轴 系 中 的 分 量 即 投影 为 ,一句 , 责 ,， 它 们 是 


oO: = E, 一 glisy 十 9 十 gcosy 一 psingsing 十 0cog 
0 一 号 ， .到 : 一 pcosysing 一 Gsingy i + 
os 一 入 .五 ,一 一 pcosl 十 册 
《5。13》 
以 上 3 个 方程 将 角速度 分 》 量 与 网 拉 角 及 其 导数 联系 了 起 来 ， 称 
为 定点 转动 的 运动 学 方程 。 


$5.3 定点 转动 


(1) 动量 矩 、 转 动 惯 量 
设 刚 体 以 角速度 2 绕 定点 旋转 ， 现 
“′ 吗 [ wm、、 在 来 计算 它 关于 O 点 的 动量 矩 盏 。 为 此 在 


所 刚体 中 取 一 微 元 ， 它 的 质量 是 4r， 关 于 O 

\ 点 的 矢 径 是 妮 , 速度 是 一介 XX 屁 ( 图 5-3)， 

， 则 微 元 关于 O 〇 点 的 动量 矩 为 可 X 和 dr。 将 
Se 4 它 对 dr 进行 积分 ， 便 得 到 整个 刚体 关于 O 
ee 点 的 动量 短 ， 


H=| RxVidr, . (5.14) 
上 式 中 的 被 积 函 数 为 
RxXV=RX(OAOxR)=2R:R)— RR.N) 
一 可 (oOixykxxs 一 XiXeOe)。 _ 0 
其 中 的 x 为 dr 的 坐标 ， 而 o 则 是 与 dr 无 关 的 常数 ， 可 以 
提出 到 积分 运算 之 外 。 令 | 


OKAKA— XIX DT De KAN EO 一 XeXi)s 
出 
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HH= Ew 《XXXAG, ;~— HX TF, (5,.18) 
式 中 的 wo, 充 与 汉 动 有 关 ， 而 积分 仅 与 刚体 的 质量 分 布 有 关 ， 


与 运动 无 关 。 再 令 
Ju= | .Wo (5.16) 
. 旭 动 量 翁 的 计算 式 为 
H=0,7.,E,, 尖 户 一 Go。 {5.17). 


J,; 是 二 阶 张 重 ， 称 为 刚体 的 转动 惯量 ， 它 有 9 个 分 是 。 
由 (5.16) 式 知 ， 转 动 惯量 有 是 对 称 张 量 ， 2 
Jr 一 ivro 
现在 对 s、7 取 具 体 数 ， 由 (5.16) 式 写 出 J。 分 最 的 表达 
式 : 


u=| (x3+ x2)dr, | (x3+x?)der, 
J ss =| 《X3 xi)dr, Ju=7a=-| XixsdT， 


J ss 一 ys = 一 上 Xaxsdrt, Tua=7n=—[ Xsxidr, 


如 果 用 x、 2、z 代替 x!、%2、 asy 就 得 到 了 在 理论 力学 
中 部 知 的 表达 式 。 但 是 这 里 按照 严谨 的 张 量 体系 ， 在 惯性 积 的 
定义 式 前 而 加 上 了 负 号 。 

从 这 里 可 以 看 到 用 张 量 处 理 定 点 转动 问题 是 很 简捷 、 自然 
的 ， 这 是 因为 转动 惯量 原本 就 是 张 量 。 转动 惯量 7 了. 的 9 个 分 . 
量 的 值 ， 与 所 选用 的 坐 轴 系 有 关 ， 如 果 选 择 得 怡 当 ， 可 使 并 沁 
六 时 J 二 0， 由 J wj: 只 有 3 个 分 量 jy/、Jws/ syst 不 为 
0 ; 这 样 的 举 标 系 ， 称 为 主 禹 性 轴 系 。 寻 找 主 惯 性 轴 系 的 内 
题 ， 亦 即 求 二 阶 对 称 张 量 主轴 的 问题 ， 归结 为 求 算 阵 (7 的“ 
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本 征 值 ， 它 是 “线性 代数 ”的 一 个 重 旨 内容， 这 里 就 不 详细 介 
绍 了 。 

《2) 体 轴 系 

牛顿 力学 定律 都 是 在 惯性 坐标 系 中 建立 的 ， 可 以 适用 于 地 
轴 系 。 但 是 在 地 轴 系 中 直接 求解 刚体 动力 学 问题 有 极 大 的 因 
难 ， 这 是 因为 刚体 在 运动 时 与 地 轴 系 的 相对 位 置 不 断 发 生变 
化 ， 因 而 转动 惯量 矩阵 也 在 不 断 变 化 ， 这 将 很 难处 理 。 为 了 能 
将 转动 惯量 作为 常量 来 运算 ， 我 们 必须 将 坐标 系 固 联 在 刚体 
上 。 这 样 的 坐标 系 就 叫做 体 轴 系 ， 它 是 运动 坐标 系 。 

在 84.4 中 已 讨论 过 运动 坐标 系 ,， 它 的 特点 是 参考 标 架 加 ,为 
变 拓 ， 且 . 


dP ~ 0x B=enmB,. (5.18) 


这 个 关系 后 来 被 应 用 于 $5.1 质 点 的 运动 中 ， 在 那里 我 们 的 目的 
是 分 析 质 点 相对 于 运动 坐标 系 的 相对 速度 。 在 刚体 动力 学 中 情 
况 则 不 局， 刚体 与 体 轴 系 园 蜂 ， 二 者 之 间 是 没有 相对 速 庆 的 。 
我 们 现在 要 研究 的 是 如 何在 体 轴 系 中 表述 一 个 矢量 至 《如 力 、 


动 重 、 绝 对 速度 等 ) 对 时 间 + 的 导数 谋 一 全 。 记 到 一 六 吾 。 


则 有 下 一 kh, 国 ,十 ,如 ,。 考 虑 到 琅 , 一 Xx 加,， 则 有 
. =hB.+QOxK=E,(k+e, wh,), {5.19) 


这 就 是 说 ， 在 运动 坐标 系 中 ， 一 个 矢量 下 对 时 间 的 导数 不 能 仅 


由 分 量 的 导数 户 来 计算 ， 而 要 补充 一 项 2X 下 ， 只 有 一 个 饮 
外 ， 就 是 参考 标 架 本 身 的 角 加 速度 
QoB,, (5.20) 


看 人 


了 


这 古 因为 9 x 人 =0。 


85.4 刚体 动力 学 


在 这 一 节 中 我 们 将 在 最 普遍 的 情况 下 建立 刚 体 动 力 学 方 
程 ， 刚 体 作 任意 空间 运动 , 体 轴 系 是 任意 直角 坐标 系 ,不 是 主 惯 
性 轴 系 , 也 不 通过 刚体 的 质心 。 这 样 一 组 方程 形式 比较 复杂 , 主 
要 用 于 飞行 器 弹道 计算 的 专门 课题 ， 在 一 般 的 理论 力学 教材 中 
通常 不 作 介绍 。 但 是 运用 张 量 方法 ， 我 们 只 需要 根据 牛顿 第 二 
定律 就 能 很 方便 地 将 这 组 方程 建立 起 来 ， 这 组 方程 具有 最 完备 
的 形式 ， 刚 体 作 特 殊 送 动 时 或 体 轴 系 采 用 特定 坐标 系 时 的 运动 
方程 ， 均 可 视 为 它 的 特例 。 

(1) 力 的 计算 式 

我 们 已 从 理论 力学 熟知 8 

F=m¥ (s), (5.21) 
式 中 的 如 为 作用 于 刚体 上 的 合力 ,m 为 刚体 质量 ,(s) 为 质心 束 
度 ， 允 Cs) 为 其 加 速度 。 现 在 将 刺 (s) 和 入 ks) 换算 成 体 轴 系 原点 


的 速度 CO) 和 加 速度 CO)。 
V(s}y=V(0)+0QxE, 
式 中 的 县 为 质心 的 矢 径 ， 于 是 
VS)=V(O0)+ OxR+QxR, (5.22) 
式 由 
FIO)=0.B+ OxV (OSB.+ em,), 


(5.23) 
v1 为 原点 0 的 速度 在 体 轴 系 的 分 量 ， , 
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Ox R=E,e,,0x;, 
其 中 xs 为 质心 的 坐标 
Ox 玉 一 Dx(Ox 形 ) 一 DO. 玉 ) 一 下 (9.0D) 
一 要,(miosxy 一 XGOsas)。 
将 以 上 3 式 代 入 (5.22) 式 和 (5.31) 式 ， 记 瑞 的 指标 符号 为 f,，- 


得 了 =m [vt er Us OA) + DNs — X00, 0 J 
(5.24) 
- 这 就 是 作用 于 刚体 的 合力 的 最 一 般 的 计算 式 。 
《2) 力 捧 的 计算 式 
作用 于 刚体 -上 的 关于 坐标 原点 马 的 合力 矩 ， 应 为 


L=|RxVdr, (5.25) 


式 中 的 dr 是 刚体 中 任意 微 元 的 质量 ,如 是 它 关 于 O 点 的 矢 径 ， 
更 是 它 的 速 产 。 记 有 (OO) 为 坐标 原点 的 速度 ， 则 
V=V(O)+HRxFR 


RxVT =—Rx-5[V(O0)+HxR] 
=RxV(O)+-F [RX(AxR)]-RxQxR). 


由 于 宏一 品 x 妨 ， 所 以 上 趟 最 后 一 项 为 D， 记 [Rar=mR(s), 
出 
L=mR(s)xF(0)- | 二 [Rx (Ox Rydr, 


《5.26) 
式 中 妨 (s) 为 质心 的 矢 径 。 由 (5.233) 式 可 知 。 上 式 右 端 第 一 项 
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ms) x¥F(O) —mBER(s)x E,(v,+ Cpgqt pV ) 
=mB ers(v, 十 CpahOpUn) 


二 开本 (ea win — Ys) 

(5.27) 

四 于 积分 是 在 休 条 系 中 进行 的 ， 积 分 变 元 dr 与 时 间 无 关 ， 因 此 
《5.26) 式 中 的 积分 可 写成 


_d 
证 扫 > (Ox Rydr = (mB 


| 一 了 uu 十 Jia 本 


一 下 ,fy7 ee (5, 28) _ 
将 (5.27) 式 和 (5.28) 式 代入 (5，。 26) 式 中 ， 人 
的 指标 符号 为 - 
L, ey Bijhd) Fate es 
Re (5.29) 


式 中 的 J 为 出 体 关于 所 选 定 的 任意 体 轴 系 的 转动 避 量 ， 其 他 


”符号 的 意义 与 (5， Fh 


§5.5 拍 和 符号 的 应 用 


以 上 各 节 ， 都 是 先 从 力学 定律 着 手 ， 用 抽象 符号 号 建立 关 
系 ， 然 后 化 为 指标 符号 导出 方程 。 实 际 上 ， 具 体 的 方程 求解 、 
数值 计算 都 必须 通 芝 指标 符号 进行 。 最 终 的 公式 必须 是 指标 符 
号 。 有 人 偏爱 抽象 符号 ， 推 导 公 式 从 头 至 尾 都 用 抽象 符号 ， 直 
到 最 后 需要 作 具 体 计算 时 才 化 为 指标 符号 。 这 种 做 法 的 优点 是 


全 | 


书写 更 为 紧 幅 ， 直 观 的 力学 意义 也 较 明 显 ， 其 缺点 是 要 规定 一 
套 运算 法 则 ， 初 学 者 不 易 掌握 。 现 以 定点 转动 时 动量 矩 的 计算 
为 例 ， 用 抽象 符号 作 推 导 ， 与 85.3 进 行 对 比 。 
到 (5.14) 式 : 
H=|RxVar, (5.30) 
起 中 了 == 人 0x 有 R， 所 以 
RxV=RxX(QxR)=(R:R)Q—0:.R)R, 
现在 要 将 介 归 并， 以 便 提 到 积分 之 外 ， 可 将 (5,30) 式 写成 
RxVT=0(R-.R)— 0..RR)., {5.31) 
但 是 上 式 右 端 第 一 个 括号 ( 尼 . 情 ) 是 标量 , 第 二 个 括号 ( 屁 民 ) 是 
并 矢 ， 即 二 阶 张 是 ， 这 两 者 阶 数 不 周 ， 与 只 的 乘法 运 算 也 不 
同 ， 一 个 是 数 乘 ， 另 一 个 是 点 乘 ， 因 此 不 能 应 用 分 配 律 归并 到 
一 个 积分 式 中 。 为 此 ， 须 将 (5.31) 等 式 右 端 第 一 项 写成 
QR.R)=0.E(R.R), 


式 中 的 官 二 B,B, 是 二 阶 张 量 ( 见 83.2 ) ， 任 何 张 量 与 窟 点 科 
仍 等 于 它 自己 。 于 是 (5.31) 式 可 写成 . 

: RxV=0.:[ER.R)- RR), 
代入 (5.30) 式 ， 得 


H=0:|[B(R.R)-RRIdr,. (5.32) 
记 
Y=|[ER.R)- RRJdr (5.33) 
为 转动 避 量 的 抽象 符 写 ， 则 得 
H=0.7, | (5.34) 
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ed 


它 与 (5。 17) 式 等 价 。 
采用 并 矢 符号 ， 很 容易 将 上 面 3 式 化 为 指标 式 ， 


ER ‘Ry— RR=E,E,x,x,.— xXx.x BEE. 


=B,B,(Guxnxn— Xk), 
代入 (5.33) 式 便 得 
=E,E.,,, 
再 代 人 (5.34) 式 ， 得 


HH=0:E.E...=0...E., 
将 上 式 两 端点 乘 至,， 得 
h,= ,J ss 
印 为 (5.17) 式 。 
从 上 面 的 演算 可 以 看 到 ,用 抽象 符号 作 演算 时 ,用 到 关系 式 


0. 窗 ==， 它 与 指标 符号 的 0.6,: 一 ,相当 。 指标 符号 含义 明 
确 ， 算 法 简便 ， 若 要 改 为 抽象 符号 则 要 另外 规定 运算 符号 和 规 


则 。 例如 人 :二 六 相应 于 并 . 柬 五 GEAR 相应 于 请 丰 , Gubs; 相应 


于 香 ; BB. 但 是 指标 符号 还 可 以 有 多 种 多 样 ,例如 964s,0:b wt， 
ajbin，Gaabws 等 ， 它 们 各 与 什么 样 的 抽象 符号 相对 应 呢 ? 要 解 
决 这 个 问题 必须 再 规定 很 多 运算 符号 和 规则 ， 否 则 抽象 符号 将 
无 能 为 力 。 

综 上 所 述 可 知 ， 指 标 算式 含义 明确 ， 算 法 简便 ， 有 时 还 可 
以 很 方便 地 改写 成 矩阵 算式 ， 用 指标 符号 表示 数 级， 与 计算 机 
语言 一 致 ， 旺 标示 和 可 由 循环 语句 实现 。 这 些 都 是 指标 符号 的 
明显 优点 。 抽 象 符号 用 于 高 阶 张 量 是 不 方便 的 ， 但 用 于 矢量 和 
二 阶 张 量 时 ， 直 观 性 强 ， 用 来 表达 力学 规律 ， 有 其 简明 之 处 。 


607 


较 好 的 选择 是 兼 取 两 种 符号 之 长 ， 先 用 抽象 符号 建立 方程 。 在 - 


推导 过 程 中 间 用 并 矢 符 号 进行 转换 ， 最 后 的 结论 写成 指标 符 
号 。 至 于 在 推导 过 程 中 的 哪 一 步 进 行 转换 ， 则 可 有 灵活 掌握。 例 
如 用 
AX(BxXC) =(A.C)B-(A.BIC 
=(abic:— obc)E,, 
或 者 
Ax(BxC) =emanenbcB, 
一 他 benB td, /Onn et OD 小 
—(anbcn— nbnc BE, 


都 能 得 到 同样 结果 ， 但 前 者 要 来 得 简捷 。 
习 题 5 


5。1 证 明 刚 体 绕 定点 转动 时 的 动能 为 


二 RR 


并 将 它 写 成 矩阵 算式 。 


5.2 令 (5.24) 式 中 的 自由 标 i 二 1， 将 咕 标 求 和 展开 并 用 


， 下 标 xXx、y、2Zz 代替 1、2、3， 写 出 f; 的 表达 式 。 

5.3 刚体 作 定点 转动 ， 将 它 所 受到 的 关于 定点 的 力 岳 访 、 
1:、j 写成 矩阵 算式 。 

5.4 用 抽象 符号 写 出 刚体 作 定 点 转动 时 关于 定点 的 力矩 的 
计算 式 。 

5.5 飞行 器 的 姿态 可 用 姿态 角 一 一 偏 航 (Cyaw78g、 人 俯仰 
《pitching7g 和 滚 转 (rolling)9 来 表示 ， 它们 的 定义 如 下 CC 图 
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人 


5-4 》 ， 开 始 时 ， 体 轴 系 与 地 轴 系 Gw 重 合 ; 第 一 步 ， 绕 @G。 畦 
~ 动 角 度 , 变 为 至 ,mi 第 二 步 , 绕 到 sy 转动 g, 变 为 如 vv ， 最 后 ， 

绕 加 :转动 办 变 成 E., 为 体 轴 厅 的 最 终 位 置 。 求 变 换 系 数 
3 1 一 丽人 or。 
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第 六 章 场 论 ， 微 分 运算 


86.1 场 (field) 


车 在 全 部 空间 或 某 一 部 分 空间 时 的 每 一 点 尼 ， 都 有 某 个 物 
表 量 4 的 一 个 确定 的 值 和 它 对 应 ， 那 么 就 称 及 二 及 ( 尼 ) 是 及 的 
场 ， 这 里 及 是 空间 点 的 矢 径 ， 肌 称 为 场 量 ， 对 应 点 称 为 场 点 。 
如 果 4 是 标量 ， 则 称 之 为 标量 场 ! 双 是 矢量 ， 则 称 为 矢量 场 
是 张 量 ， 则 称 为 张 量 场 。 例 如 ， 温 度 在 介质 中 的 分 布 构成 了 
温度 场 ， 它 是 标量 场 ， 热量 在 介质 中 传导 时 ， 热 流量 构成 了 所 
量 场 ， 固体 介质 受热 不 匀 丽 变形 ， 其 应 变 (strain) 构 成 二 阶 张 
量 场 。 

若 物理 量 4 在 空间 的 分 布依 赖 于 时 间 + , 即 和 4 一 和 (BR,t)， 


4 一 0， 如 44( 民 ), 则 称 这 个 场 为 定常 的 (steady )。 本 章 不 


讨论 场 对 于 时 间 的 依赖 关系 ， 即 上 只 讨论 定常 场 ， 或 讨论 的 场 可 
能 为 非 定常 的 ， 但 讨论 问题 时 限于 某 一 固定 时 阁 。 
选 定 了 坐标 系 {xi} 以后， 定常 场 可 以 写成 ， 
及 二 A(x1, X21, Xx)。 


矢量 场 可 视 为 3 个 变 元 的 矢 性 函数 ， 在 前 面 第 四 章 中 ， 已 讨论 
了 1 个 变 元 的 矢 性 函数 ， 现在 要 予以 扩大 。 
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则 称 这 个 场 为 非 定 常 的 (unsteady ) ， 车 总 与 时 间 无 关 ， 即 


An 


36.2 标量 场 
标量 场 可 由 函数 
dM(Xis Xs Xs) (6.1) . 
描述 。 从 物理 上 讲 ，4# 应 是 单 值 的 。 此 外 ， 我 们 还 假定 4 具有 
连续 的 一 阶 偏 导 数 。 * - 
(1) 等 值 面 
为 了 直观 地 了 解 4 在 空间 的 分 布 情况 ， 可 以 考察 # 值 相同 
的 点 ， 即 取 
UCX1, Nz Ks) =0, 
式 中 的 “2 为 常数 。 这 个 方程 描述 了 一 个 曲面， 称 为 4 的 等 值 
me 面 。 如 果 令 2 等 于 不 辐 的 常数 
Wc ci C2， ， 则 可 得 到 一 族 等 值 
而。 因为。 是 单 值 函 数 ， 所 以 这 
一族 有 曲面 是 互 不 相交 舶 。 


和 等 值 面 能 形象 化 地 表示 出 场 
图 6 量 4 在 空间 的 分 布 情况 (图 6-1)。 
《2》 标量 场 的 梯度 人 (gradient ) 
若 # 为 标量 场 ， 和 可 定 
Ww， 福 为 4# 的 梯度 ， 
| __ Oy 
Hi x.° 


采用 符号 bu 一 总 & ， 则 可 记 为 


7 于 


Wi = 人 0, (6.2) 

或 

=~gradu=E,0.u, (6.3) 

更 在 对 这 种 记 法 的 合理 性 作出 证 明 ， 即 证 明 当 进行 坐标 变 
换 时 ， 了 一 吾 ,0,4 具有 不 变性 
E90.u—= G0, 
或 者 证 明 指标 符号 4 一 O04 符合 矢量 的 解析 定义 (3,11) 式 
Ws: I 


注 是 显然 的 ， 因为 一 写成 Oy We, 而 


《3) 方向 导数 

场 量 ， u 在 点 加 附近 的 变化 ， 可 表现 为 沿 各 方向 的 方向 导 
数 . 过 和 点 沿 选 定 方向 了 作 一 条 有 向 直线 ， 

在 线 上 上 取 一 点 m.( 图 6-2 )， 


um) =—Au, mmi=Al, 则 定义 -等 - 了 的 极 
a 

Ou | 

党 -到 从 


它 表 示 了 4 沿 着 1 方向 的 变化 率 。 4 沿 不 
同方 向 的 方向 导数 具有 不 同 的 值 ， 现 在 来 导出 它们 的 计算 式 。 
由 点 办 到 mi 的 坐标 增 量 设 为 Ax,， 则 


_ Ou 
A ye Ax;,+OC(UADD:), 


6-2 


远 而 
Ou i Ou Ax, 
~ ol < 4 Ox -AD? 
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式 中 的 人 正好 是 1 方向 与 召 , 灾 角 的 余弦 。 著 记 1 方向 的 单位 


矢量 为 卫 ， 则 2 如 一 轴 ,. 卫 ， 于 是 得 
-和 = “LL=gradu'L, 《6.5) 


即 #4 沿 着 1 的 方向 导数 等 于 4 的 梯 座 矢量 在 1 方向 的 抽 鞭 。 
《4) 自然 导数 
. 过 性 点 取 一 条 有 向 曲线 S ， 其 参数 方 
gt a -  ， 程 为 x, 一 xx(s) (图 6-3)， 式 中 的 3 为 由 
某 固定 起 点 计算 的 红 长 ， 即 自然 参数 。 4 
沿 着 曲线 的 变化 率 可 由 其 关于 s 的 导数 


-和 -表示 ， 称 为 上 沿 曲 线 S 的 自然 导数 ， 


6-3 


可 得 
du Es Ou QQxi 2 Ou dxn 
ds 9x， ds Ox: ds 所 


ou See . 
™ Bx. VS,* ~E,., . (6.6) 


式 中 计 -及 ,=gradu 是 4 的 梯度 ， 由 (4.18) 式 知 ， 涪 2- 及。 二 a 


ee ey 于 是 (6.6) 式 可 写成 


9 一 gradava。 (6.7) 


将 此 式 与 (6.5) 式 作 比 较 可 知 ，4 沿 曲线 的 自然 导数 等 于 沿 
线 切 线 的 方向 导数 : 
7 了 


ds da° C68) 

(5) 标量 场 的 几 个 性 质 
因为 在 等 什 面 上 uw 为 常数 ， 所 以 沿 着 等 值 面 上 的 任何 曲线 ， 
4 的 自然 导数 为 0 。 用 (6.7) 式 可 以 说 明 x 的 梯度 与 4 的 等 值 
面 霍 走 。 沿 着 2 的 梯度 的 方向 ，2 的 方向 导数 取 极 大 值 ， 且 等 
于 grady 的 模 ) - 洛 着 等 值 面 的 切线 方向 ， 4 的 方 商 导数 为 0。 
利用 梯度 与 等 值 面 垂 直 这 一 性 质 ， 可 计算 任意 曲面 的 法 矢 
时 N， 设 上 曲面 方程 为 f(x1, x,, Xs) 一 0， 可 以 假想 它 是 标量 场 


4 一 xi xay xs) 的 一 个 等 值 而 ， 其 梯度 矢量 为 zk 一 -9 ， 将 它 


除 以 梯 庆 矢量 的 模 ， 得 一 个 单位 矢 ， 即 为 昌 面 的 单位 法 和 撩 ， 其 
计算 式 为 
二 of 


Cou add ‘Bt 


此 法 矢 指 向 曲面 的 哪 一 边 ， 取决 于 方程 fCXi， Xx， Xs) 的 形 
式 。 


86.3 和 关 量 场 


矢量 场 可 以 用 抽象 符号 表示 为 
及 二 A(x , xs ws)， 
或 用 指标 符号 表示 为 
| i=0.(X1, Xs) Xa) 
《1)》 矢量 线 
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矢量 场 可 以 形象 地 用 矢量 线 来 描绘 。 矢 量 线 是 这 样 的 几何 
a 曲线 ， 其 上 每 一 点 的 矢量 4 都 与 该 线 相 切 (图 6-4)。 设 矢 量 线 
的 参数 方程 为 尼 == 民 (1)， 则 必须 
满足 ， 
dR x A=0, 
即 
ed x 0) =0, «6,.10) 
用 err 导 上 式 并 用 E-D 公式 展 
开 ， 得 到 
adxs=adx,, (6.11) 
上 式 包括 9 个 方程 ， 因为 关于 s、r 对 称 ， 9 个 方程 中 有 3 个 . 
是 重复 的 ， 紫外 还 有 ss 二 + 的 3 个 方程 号 恒等式 ， 这 样 就 只 剩 下 
二 ”了 3 个 方程 ,它们 为 


7 dxs 《6.127 
Ql 他 2 ds 


图 6-4 


其 中 只 有 2 个 方程 是 独立 的 。(6.12) 式 可 解 若 为 d 尼 与 和 4 平 


行 。 
《2) 舌 量 场 的 梯度 
定义 b., 一 Se 一 aan 《6。I3》 
现在 证 明 它 是 二 阶 张 量 。 因 为 a; 是 矢量 ， 所 以 
Oa, 7 i Oar OUny 
pe Si (lira ) i De 


i 2 PR 


即 


bii =binel nsdnres, 
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”符合 二 阶 张 量 的 定义 。 55 一 9.0; 称 为 矢量 o 的 梯度 ， 它 的 抽 
“ 象 符号 和 并 撩 符号 为 
gradA—B—B.0.4A=0,0,B.8,. (6.14》 


从 这 里 我 们 看 到 了 将 58- 记 作 3, 的 好 处 是 ， 并 矢 符号 指标 排列 


的 次 序 蚂 得 很 有 规律 。 
如 果 将 pu 的 9 个 分 量 写 成 算 阵 : 
OG: Og: Dias 
| OG OG; O20s | 
Osal Daa, Osas 2 
它们 就 全 面 描述 了 4 妈 沿 普 3 个 方 商 的 变 
化 率 。 
(3) 方向 导数 
设 场 点 向 S$ 方 亲 移动 As 距离 ， 由 所 
mo 变动 到 mi 时 ， 场 量 和 的 增 量 是 A 息 ， 


则 定义 极限 ， 
丁 6-6 it As ‘6,.15» 


为 矢量 在 在 点 me 沿 3 方向 的 方向 导数 ， 它 是 一 个 矢量 。 与 
86.2(3) 的 分 析 相同 ， 可 知 它 的 计算 式 为 


ds Bx, Bs dx’ (6.16) 
即 0 =80.0;, (6.17) 


式 中 的 8; 为 沿 3 方向 的 单位 矢量 。 如 果 用 s: 二 SS: 有 B, 和 有 丰 二 aj: 
加 | 代入 (6.16) 式 ， 则 得 并 矢 符 号 为 
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4 58.EEd0=S.B (6,18) 
Os 


即 矢量 4 沿 5 的 方 击 导数 等 于 梯度 窟 左边 点 先 以 单位 秋 最 5。 
(4). 微分 运算 
由 场 点 位 置 改 变 d 而 引起 场 量 人 的 微分 可 写作 
dA=S4dx,, 或 da, 一 dx,ba。 (6.19) 


记 dx, 一 d 及 .及 , 并 者 虐 到 (6,14) 式 , 风 又 可 将 (6.19) 式 写成 : 
-dA—dR.E, 94 4R.B, (6.20) 


ws 


即 矢量 4 的 微分 等 于 d 尼 右边 点 葬 以 扩 的 梯度 亡 ，， 
(6.20) 式 还 可 以 推广 用 于 和 是 任意 阶 张 量 的 情况 ， 即 


mv LR 
dA=dBR.gradA, 6.21) 


式 中 的 grad 交 一 至， 944 为 半 的 梯度 。 它 是 比 袍 高 一 阶 的 张 量 。 


(5) 估量 场 的 散 度 《divergence ) 和 族 度 Crotatin or 
eurl ) | 
矢量 场 4 的 梯度 褒 是 最 重要 的 导出 量 ， 它 表达 了 佣 在 场 点 
附近 的 变化 的 线性 部 分 。 知 道 了 梯度 襄 ， 便 容易 计算 4 的 方向 
导数 ， 也 容易 计算 4 的 微分 。 
语 是 二 阶 张 量 ， 它 的 缩 并 为 一 个 标量 ， 称 为 4 的 散 亡 ， 它 


的 反对 称 对 偶 为 一 个 矢量 ， 称 为 盘 的 旋 度 。 散 度 的 表达 式 为 | 
dir 妈 一 DG， 《6。22》 


它 的 几何 解释 将 在 下 一 章 中 讨论 。 
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矢量 4 的 旋 度 的 表达 式 为 
rot 过 一 加 ,ci;jpsD,G1 《6.23) 
或 用 指标 符号 写成 : 
(rotA): =eindare (6.24) 


旋 庆 代表 了 梯度 忘 的 反对 称 部 分 ， 下 面 先 给 它 以 一 种 解释 ， 更 
详细 的 解释 将 在 下 一 章 中 进行 。 
设 刚体 以 角速度 仿 绕 坐标 原点 旋转 ， 则 其 速度 分 布 为 
A=2xE, 
或 Qj mann Xns 
将 它们 代入 (6.24) 式 求 妇 的 旋 度 ， 得 
(rotd) 一 eseimsGndin 一 20k。 


即 在 这 种 情况 下 ， 速 度 场 的 施 度 等 于 旋转 角速度 的 2 售 。 
86.4 矢量 微分 筑 子 V 


《1) 定义 

在 上 一 节 中 我 们 已 经 看 到 ， 由 标量 场 & 可 以 导出 一 个 矢量 
场 grada 一 吾 ,0.38 几 矢 量 场 骨 可 以 导出 一 个 二 阶 张 量 场 gfad 杂 
一 加 ,6G, 人 一 吾 , 吾 ,9aj。 由 此 引伸 ， 可 以 定义 一 个 算 子 

VvV=B,0,, (6.25) 

它 具 有 矢量 ( 噩 ,) 和 微分 (9,) 的 双重 运算 作用 ， 称 为 Hamilton 
算 子 ， 读 作 “nabla” 或 “del”。YY 的 最 为 重要 的 性 质 在 于 它 
的 不 变性 ， 人 现在 对 此 作出 证 明 : 
下 (3.2) 式 知 


SE2 


E,=i,,,G.,, 一 加 ij dy 
1 


zg 


所 以 
: 2 
E G0 3 Ga 

此 式 说 明 名 二 她,0;= 二 如 ;13;: 确 为 不 变性 算 子 ， 因 此 可 用 它 对 不 
变量 《 抽象 符号 或 并 矢 符 号 ) 进行 运算 ， 所 得 到 的 结果 仍 为 不 
变量 。 

(2) 梯度 、 散 度 、 旋 度 

设 4 为 标量 ， 则 vu=BE.0u=E.u. 为 和 天 量 ， B44 的 梯度 。 

对 于 关 最 各 =a) 盏 ;)， 可 作 下 列 运算 ，V4 = 加 ,再 ;oa 为 二 
阶 张 最 ， 即 及 的 梯度 ， 太一 盏 ,加 ;9,aj 一 09, 为 标量 ， 色 及 
的 散 度 ; VX 妥 二 局 ,Xx 加 /0,a, 一 可 sexoiai 为 矢量 ， 即 及 的 旋 
度 。 


设 其 =6,B.B; 为 二 阶 张 量 ， 则 Vi 容 =E,.E,E,9,6,= 


再 ,0.5,， 为 矢量 ， 称 为 总 的 散 度 。 
上 面 诸 例 可 以 妇 纳 成 
Vgrad 左 ， VA=divA. yx A=rotA. 


分 别称 为 次 的 梯度 、 散 度 和 旋 度 。 这 里 的 应 已 不 限于 矢量 ， 它 
可 以 是 二 阶 或 高 阶 张 量 ， 也 可 以 是 标量 ;但 标量 只 有 梯度 ， 没 
有 散 度 和 旋 度 。 
定义 了 不 变性 的 矢量 微分 算 子 VY 一 尽 5,， 就 可 用 它 对 任意 
阶 张 量 作 运 算 , 从 数学 上 说 ,没有 其 他 限制 。 但 在 实际 上 ， 张 汪 
运算 总 是 有 物理 背景 的 ， 例 如 上 面 介绍 了 二 阶 张 量 的 散 度 ， 它 
的 背景 就 是 单元 体 上 应 力 合力 的 计算 。 
《3) 运算 规则 
g8 具有 矢量 和 求 偏 导 的 双重 性 质 ， 在 运算 时 ， 既 要 遵循 关 
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量 运算 规则 ， 又 要 遵循 求 偏 导数 的 规则 。 这 里 有 一 条 重要 的 规 


定 ， 即 求 导 的 运算 只 作用 于 符号 Y 后 面 的 量 ， 而 不 影响 V 前 谭 
的 量 。 例 如 V'4d 与 .9, 从 撩 量 运算 来 看 ， 两 者 相等 ， 从 求 
导 运 算 来 看 , 两 者 则 不 同 ;V.4 一 0a: 为 丰 的 获 度 ;而 及 :二 在 
加 .9. 一 ae, 仍 为 一 算 子 。 又 例如 

(A.VIB= A.yB=a.0,B=E,a.d.6,, 

Cv- A)B=E,L ,0,0,, 

VvV'(AB)=E,d,(0,6.) = BE,(b.0,a;+ 90,b:), . 
三 者 显然 不 相等 ， 但 是 单 从 矢量 运算 规则 来 看 ， 三 者 是 相同 
的 。 再 例如 Vv*( 丰 Xx 如) 和 和 (VX 及 ).B, 从 矢量 运算 来 看 ， 两 者 
相等 ; 但 是 从 求 导 规则 来 看 则 两 者 不 同 ， 前 者 要 对 万 和 如 都 求 


导 ， 后 者 仅 对 44 求 导 。 在 这 里 矢量 运算 规则 与 求 导数 的 运算 发 


生 了 矛盾 ， 要 特别 注意 。 正 确 的 关系 应 访 为 
v:(AxB)=B.(yx A)— A.‘yx B), 
再 饮 如 ”及 xX(VxXB) 和 VT( 肪 : 召 ) 一 B(V: 4)， 从 矢量 运 
， 算 来 看 , 两 者 相等 ,但 是 从 求 导 运算 来 看 就 完全 不 对 了 ， 前 者 仅 
对 如 求 导 ， 后 者 的 再 项 都 婴 对 有 4 求 导 ， 所 以 这 两 者 是 不 同 的 。 
正确 的 关系 应 该 为 
Axt(vxB)=(yB).A4— 4. ‘v8), (6.26) 


上 式 中 的 了 如 是 并 不 ， 二 如 的 梯度 ，) 最 后 一 项 还 可 以 写成 
A.(vB)= A. .VB A. 了) 五。 
为 了 慎重 起 见 ， 最 好 再 用 指标 符号 对 (6.26) 式 进行 验算 : 
等 式 左边 一 本 ,xx (EB,x BR,)a3,b,=B,a(0.b,— 0.b.), 
等 式 右 洲 二 0,5.B,E.. 4— A.E.E,0,4, 
=—E.a.(9,b,—0.6,), 
散 (6.26) 让 无误。 
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(4) 常用 算式 

按照 上 一 节 介 绍 的 关于 六 的 运算 规则 ， 对 于 标量 u、v 和 
矢量 年 、 召 ， 可 列 出 常用 算式 如 下 ， 

有 V(tv)=Vu 寺 tv 
VvV*( 及 +B)=V#* 和 4+v*B, 
式 中 的 * 可 以 是 点 肌 、 又 台 或 是 并 莱 。 
Vtv)= uvVv + vy 
Vx(z 4) 一 29x 通 二 (Vi AL 
viA.B)=(yB). 49) 五， 
vy:(AxB)=B.(vx A)— A.(vx 8B), 
vx(AxB)=Y:(B A)—Vv'.( AB) 
~{V.B)A+(B'V)A—(vV: A4)B 
— AA.yB, 

VVu=V’, 
VX(VX A)=VV:A-y.VA=YV* 4—vV’*4, 
式 中 V: 一 YY 一 0.0, 称 为 Laplace 算 子 ; Vv 一 ,B10.9,。 

涝 秋 量 及 写成 标量 4 的 序数 ，4 是 x 的 函数 ， 则 

Ve4(o 一 wu。 《6.27) 

以 上 各 常用 算式 ， 均 可 由 并 矢 符 号 Vx 一 吾 *9, 推出 。 

《5)》 正 交 昌 线 坐标 系 

算 子 名 具有 不 变性 ， 即 不 依赖 于 坐标 。: 正 如 它 可 以 在 直角 
坐标 中 写成 Y 一 吾 ,9, 一 样 ， 它 也 可 以 在 曲线 坐标 中 展开 。 这 里 
我 们 介绍 在 正 交 曲线 坐标 系 {9 小 中 加 的 表达 式 : 


式 中 的 G, 为 沿江 标 9, 方向 的 单位 矢量 ， 太 一 -上 2 上 | 为 仅 标 9 


的 Lame 系数 。 
对 于 画 柱 坐标 系 ( 图 6-6) 有 


9 
p op 


Se 侣 2 1 a 1 02 2 


V Top 'p dp Tp dp + O27° 
对 于 球 华 标 系 (图 6-6〉)， 有 


ed 1 3 1 - 
VO 1+O 7 +O rae Ty 


2 ~. or 本 
ar2 中 r Or + r: 002 +2 ao 


O02 2 
2 1 OQ + oto 器 


1 O? | 
本 过 dp " ; NO 
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习 题 6 


6.1 没 a 为 拓 量 证明 9,a; 为 二 阶 张 量 。 
6.2 用 算式 V* 二 如 x9, 验算 86.4(4) 中 的 常用 算式 。 
6.3 用 算式 V#* 一 如 *9, 验算 下 列 各 式 ， 
(a) (CA,VImMmB=BA.vymi+m dv YE， 
(by C:v( A.B)= A:(C:.yB)+B:(C'v A), 
(c) C:v(AxB)=Ax(C:vB)- BxC:v4), 
(d) (AXB):(vVxC)=B.(A.vyO)— 4.(.B.vC)., 
6.4 计算 下 列 各 式 ， 式 中 如 一 吾 ,x, 为 拓 径 ,rr 二 |R|; 
(a) VxX(VX 4), (by Vv:(VX 4), 


(ce) Vr， (d) 二 

(e) Y¥:ER, (1 vxR 

(g) 忌 ( 友 . 开 ) (h) A.vyE 
(i) (AxVT)XER, (CJ) Vv- 


6.5 刚体 绕 坐 标 原点 转动 时 的 速度 场 和 加 速度 场 分 别 为 
V=2xERE 和 A=KxR+4x(QxER), 
式 中 的 号 和 在 为 常 矢 ， 爱 为 矢 径 。 计 算 
(a) div 有，(b) rotV, (ec) div A, (d) rot 4, 
6.6 设 r 一 | 可 | 为 坐标 点 与 原点 的 焉 离 ， 已 知 上 是 的 天 
数 ， 
(a) 若 div(RRf)==0, 求 f (7)， 
(b) 若 diy grad 太一 0， 求 f(r)。- 
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第 七 章 ” 场 论 ， 积 分 运算 i 


$7,.1 矢量 的 环 量 《circtlation ) 


《1) 估量 场 中 的 线 积分 

质点 爱 力 和 作用 , 移动 位 移 为 A 有 时 ， 力作 的 功 是 .A 及 。 
若 妈 ( 避 ) 是 质量 力 忆 ， 有 一 个 单位 质量 的 质点 沿 着 曲线 台 运动 
(图 7-1)， 出 力 场 做 功 为 

二 4.dR-lin 守 A AR,, (7.1) 
式 中 14 二 maxAR,.,: 注 种 运算 称 为 失 量 肌 沿 着 邮 线 的 ( 标 积 > 
线 积分 ， 它 可 以 化 为 3 个 单 变 量 x; 的 定 积 分 : 
| A.dR= | Qs:d x, -| adxi+| aosQ xs 十 
村 CC 人 € 


+t) osdxs。 2 {7.2) 


矢量 场 9; 一 般 都 表示 沟 xi， 
Xz Xs 的 郴 数 ， 但 是 积分 47。2) 


“和 中 只 能 有 1 个 独立 变量 。 求 
AE 时 ，x+ 是 狸 . 
到 | 7-1 立 变 量 ， 和 而 应 视 Xs、 X43 为 1 放 


四 


式 是 治 着 曲线 C 进行 的 ， 此 时 诸 


2 


函数 ， 求 | os( xi xs xs)dxs 时 ， 则 须 将 xia。 xs 表示 为 vs 的 
函数 ，…… 但 是 这 样 的 做 法 是 很 不 方便 的 ， 因 此 很 少 采用 。 较 
方便 的 做 法 是 给 出 积分 路 线 C 的 参数 方程 式 x 一 x,(t)， 这 样 
在 此 向 线 上 ,矢量 a, 也 可 写成 1 的 函数 a,[ x1( 扑 ,a(t)，Xa(1)] 
一 itt)， 于 是 (7.2) 式 化 为 


有 ti) dx, | 
| ea“ = (的 -df (7.3) 


式 中 的 (9) 和 146) 分 别 对 谱 于 曲线 CC 的 起 点 和 终点 。 定 积分 
(7.3) 不 仅 取决 于 C 的 形状 ， 还 取决 于 的 方向 ， 显然 
fe x i a 多 。 dt。 


(2) 矢量 场 中 的 环 量 
当 积 分 路 线 为 封闭 曲线 时 ， 上 述 矢 量 线 积 分 称 为 环 量 ， 记 


作 
= 中 4.dR = oa (7.4) 
栈 的 些 取 决 于 曲线 忆 的 形状 及 方向 。 一 - 般 说 来 ， 沿 不 同 的 封 闲 
曲线 ， 丁 会 有 不 了 同 的 值 。 现 在 我 们 讨论 这 
样 一 种 特殊 情 襄 ， 即 无 论 封 闭 曲 绕 取 什么 
形状 ， 环 量 太 恒 为 0， 例 如 ， 当 人 么 是 保守 
力 场 时 ， 芳 将 封闭 茵 线 分 成 acb 和 bea 两 
段 《 图 7—2 >》 3 由 
ee r=|.,4:d4R8 =-|, 4.4R=0, 
图 7-2 即 
| A-dR = 一 | A'dR -| AdR, ~ (7.5) 
arcb baa aré 
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(7.5) 式 表明 ， 从 点 4 到 5 的 线 积 分 与 积分 路 线 无 关 。 在 这 种 
情况 下 车 将 a 点 固定 ， 则 积分 (7.5) 仅 是 6 点 位 置 的 活 数 ， 可 
写成 ; 站 
[ A.dR=y(b)+e, (7.6) 

式 中 的 2 为 选 定 的 一 个 任意 常数 ， 显 然 c= 二 一 9p(4)。9 称 为 舌 
量 所 的 势 函 数 ， 车 甩 为 力 ， 则 一 9 为 势能 。 

并 不 是 任何 矢量 场 都 有 势 函 数 的 。 环 量 为 0 是 存在 势 函 数 
的 充分 条 件 ， 对 于 单 连通 空间 ， 它 也 是 必要 条 件 ， 关 于 这 一 点 
将 在 $7 .5 中 加 以 讨论 。 


87.2 矢量 的 通 量 (flux) 


定义 王 述 而 积分 为 矢量 4 在 曲面 S 上 的 通 量 : 
| A-Nas=lim > A NAs,, (7.7) 
5 so 
式 中 4 一 maxAss。 王 积分 为 一 标量 ， 其 数值 取决 于 面 s 的 形状 


以 及 所 洗 取 法 矢量 和 的 方向 , 我们 也 可 将 Nds 写 成 4S==N ds， 
为 面 元 矢量 ， 则 通 量 的 表达 式 为 


{ 人 4.as ={foas,, 78) 
5 Ey 


式 中 的 ds, 为 面 元 矢量 的 指标 符号 ， ds, 一 如 ,4S， 而 且 dis, 二 
dxsdxs( 图 7-3》， 即 
ds; 一 etdXijdXno (7.9) 


视 4 为 流体 的 速度 场 ， 则 通 量 | | 4-d3 是 单位 时 间 穿 过 3 


86 


d=dxs dx 


图 Y-3 
面 的 流体 体积 ， 即 流量 。 当 流体 是 从 曲面 的 一 全 一 侧 流 向 信 一 
侧 时 ， 流 量 为 正 值 。 如 果 4 是 不 可 压缩 流体 连续 流 动 的 速度 
场 ， 则 通 量 仅 取决 于 曲面 的 边界 C 而 与 曲面 的 具体 形状 无 关 。 


87.3 Green 税 分 转 接 公 式 ( 广 义 Gatuss 公 式 ) 


《1) 广义 Gauss 公式 
我 们 来 讨论 时 积分 与 体积 分 的 转换 关系 。 设 ff 是 屁 的 还 
数 ， 它 可 以 是 1 个 标量 ， 也 可 以 是 某 张 量 的 1 个 分 量 。 设 f€ 
C!， 现 在 要 计算 f 在 封闭 曲面 S+ 世 上 的 面积 分 
| fas~E.ids,, (7.10) 


$+ 入 
dS 是 取 闭 曲面 的 外 法 线 方向 (图 7-4)， 而 ds, 一 eurdxidxu， 
式 表明 ， 求 /的 矢 考 曲面 积分 归结 为 求 3 个 二 重 标量 积分 。 


现在 先 来 讨论 利 fds!， 我 们 按 下 面 的 办 法 来 将 闭 曲 面 分 成 
“3 和 卫 两 部 分 , 即 S 和 卫 分 界线 在 坐标 面 Oxsx%, 上 的 正 投影 ， 惟 
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是 闭 耻 而 在 Ox:x: 面 上 正 投 影 人 9 


的 边界 ;4 与 如 ,构成 锐角 ,dd 礼 与 
妃 , 构 成 印 角 ;因此 ,dS 一 do， 
EB:dF = do。 于 是 


fds, -人 res， _rcsyaaa 


-人 [六 se] 


要 Of 3 
-sr (7.11) 


| Li 
同 理 可 得 


pras = 到 ar。 (7.12) 
这 就 是 将 面积 分 化 为 体积 分 的 Green 转换 公式 ， 或 称 广义 
Gauss 公式 ， 式 ,的 上， 也 可 以 是 带 指标 的 任何 张 是 。 
显然 。(7。12) 式 中 的 f 可 以 代 之 以 张 量 的 抽象 符号 节 即 


Fas -| jar | 


将 等 式 两 端 以 如,* 乘 之 ， 并 注 总 到 E ‘ds=dS, Ex0,=Y*, 
则 可 以 得 到 抽象 符号 的 Green 转换 公式 


fasxF -人 人 wsBar， 《713) ， 


式 中 的 * 可 以 是 点 乘 、 叉 委 或 并 滋 。 
(2) 梯度 定理 
当 让 息 标量 时 ，(7.13) 式 可 写成 
38 


/as=|||eradfar. 
令 积分 区 域 为 AF， 上 式 右 端 的 gradf 用 它 的 中 值 取 代 ， 提 
至 积分 符号 之 外 ， 再 令 Ar 趋 近 于 0 ， 便 得 | 
yy fs. (7.14) 
we : 这 就 是 用 抽象 符号 给 出 的 的 梯度 的 
Si 定义 ， 可 以 这 样 来 理解 ， 设 想 力 代表 流体 


zradf =lim 


(Car) _ ”的 压强 场 。 在 流体 内 部 取 单 元 体 Ar 作为 
分 离 体 ( 图 7-5 》， 则 它 受 到 的 压力 合力 
p” i 
为 - 香 pdS， 亦 即 -gradpA 扩 。 单元 体 
隔 Y-65 


受 力 是 由 于 pp 分 布 不 均匀 引起 的 ， 电 指向 
eA hl i i a 
疝 户 增 大 的 方向 。 

《3) 散 度 定理 


当 (7.13) 式 中 的 妨 为 矢量 ，* 为 点 乘 时 ， 它 变 为 
pe ”0 
相应 的 (7.12) 式 变 为 


pr. ds, = dy (7.16) 


这 就 是 常用 的 Gauss 散 度 定理 。 和 (2) 的 梯度 定理 相同 ， 可 以 
定义 


a F, (7.17) 


上 民 也 可 以 有 直观 的 几何 解释 ， 若 视 下 为 流体 的 速度 场 ， 则 等 
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武 右 端的 通 量 积分 代 骨 净 流 出 此 封闭 曲面 的 流量 。 若 加 代表 的 
是 不 可 压缩 的 连续 流动 ， 则 此 净 流 量 应 为 0 ， 即 divy 如 一 0; 反 
之 ， 若 diy8F>0， 则 说 明 有 流体 从 闭 曲 面 中 不 断 流出 来 ， 流 
人 “发 散 ”。 这 就 是 散 度 一 词 的 党 义 。 


field)。 
{4) Green 第 一 公式 和 第 二 公式 
应 用 散 度 定理 (7,15) 式 ,可 以 导出 在 求解 Laplace 方程 时 
总 六 有 用 的 Green 第 二 公式 ， 设 pm 和风 是 两 个 标量 函数 ， 令 
要 一 2pV% 代入 (7.15) 式 ， 并 注意 到 
divF=Vy*: (pVYH)=V9 V+ PVP, 
便 得 到 Green 第 一 公式 


oveds = veverovpdr, (7.18) 


散 度 处 外 为 0 的 矢量 场 , 称 为 无 源 场 或 管 式 场 由 


将 上 式 的 9 与 六 所 换 ， 得 到 一 个 新 的 公式 ， 与 上 式 相 减 ， 便 


得 到 Green 第 二 公 导 
中 vs-ywo) ds 


= 什 fewy-yw:e?dr。 (7 .19) 
上 式 左 端 中 的 标 积 可 写成 
Vi:dS=VvVp-NdS =— -ds 


和 yp.49 ~ Mp qs, 


于 是 得 
0 


~ 


-rw 


dp _ yp)as= — yy’g 

(oe — $5)as=|]j ev- yr 
(7.20) 

它 与 (7.19) 式 等 价 ， 但 是 被 积 函数 均 已 化 为 标量 ，- 3 是 滑 S 


。 醒 外 法 线 方向 的 方向 导数 。 


$7.4 Kelvin 积 分 转换 公式 (广义 Stokes 公 式 ) 


(1)Kelvin 公式 


考虑 场 量 f 沿 有 向 封闭 曲线 C 的 矢 性 线 积 分 中 fd 及 《图 


.7-6 ) 。 若 以 C 为 边界 ， 作 一 任意 曲面 S$， 则 Kelvin 公式 可 


图 7-6 . 
将 沿 忆 的 线 积 分 化 汐 S 上 的 面积 分 。 下 面 我 们 采用 比较 直观 的 
方法 来 推导 Kelvin 公式 ， 
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用 曲线 网 格 将 曲面 5 分 割 成 小 块 AS.i=1,…,n), 每 小 
块 的 边界 线 为 t+。 车 沿 着 每 个 小 块 的 边界 线 作 线 积分 中 ,fd 及 ， 


然后 将 它们 全 部 加 起 来 ， 则 线 积分 在 网 格 线 上 的 部 分 都 抵消 掉 . 
了 ， 相 加 得 到 的 结果 是 活着 闭 曲 线 C 的 线 积分 ， 即 


中 fdR= 翌 中 fdR. (7.21) 
现在 来 讨论 沿 小 块 边界 上 的 线 积分 ， 在 小 块 而 上任 取 一 原 
点 9/， 建 立 局 部 坐标 系 {8 与 {x 小 平行 ， 则 dR 二 Bdx= 
EB.d#.。 将 场 量 在 原点 O' 展 开 为 
f=f(0)+ (6,1)0s + O08), 
则 
中 fdR= Eq fdé,, 
而 
中 ,7a&=FOD P, dst 0,f)or ,Sids+ O082), 
上 式 右 喘 的 第 一 项 中 dé, 二 0 加密 曲 谭 上 的 网 格 ， 令 n->o2， 
AS 一 0， 则 可 略 去 上 式 中 的 最 后 一 项 O(5)， 于 是 
Ji 中 /1a5 一 au)o 中 Ed (7.22) 


现在 对 六 取 具 体 们 来 分 析 线 积分 由 5d&: 
peds =pd (SS)=0, hedss=ds,, 
Pads, i 


依 此 类 推 ， 可 得 
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中 &dE: 一 eds)， * (〈7.23) 


这 里 ds) 是 面 苑 矢量 dS 沿 如; 的 分 量 ， 而 矢量 dS 的 方向 是 
这 样 规定 的 ;从 它 和 的 终点 向 始点 看 去 ， 积 分 路 线 t 汶 逆 时 针 的 
封闭 周 线 。 
将 (7.23) 式 代入 (7.22) 式 ， 得 

lim 中 ， fdéi=e; ds Of,， 

再 代入 (7.21) 式 ， 得 本 
中 fax =lim p24 fdé, 

=J eas af。 (072 

这 就 是 将 线 积分 了 化 为 面积 分 的 下 elvin 公式 ， 式 中 的 上 可 以 是 


标量 ， 也 可 以 是 任意 阶 张 量 的 指标 符号 。 这 个 公式 的 形式 比较 
复杂 。 将 它 化 为 抽象 符 与 较为 整齐 ， 便 于 记忆 : 以 吾 #* 攻 公式 


的 两 端 ， 并 用 启 代 准 f ， 注意 到 Edx, 一 dR，Be= 有 Rx 
E., 便 有 


PaR*B= Ex Ey jas, 
因为 Eds,=d5S, 加 :ok 一 9， 于 是 可 得 
$aRF -jasxy, (7.25) 


这 就 是 用 抽象 pt Kelvin 公式 。 
(2) Stokes 环 量 定 


Stokes 公式 是 ss 公式 的 一 个 特例 。 令 (7,25) 式 由 
的 本 为 矢量 ，* 为 点 乘 ， 并 注意 到 
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(dS xv).F=dS.( vx FH)=dS .roth, 
局 得 到 
中 F.aR =||dS.rotp, (7.26) 
C s 


此 式 左 端 为 矢量 瑟 沿 封闭 曲线 C 的 环 量 ， 右 端 是 旋 度 rat 及 穿 
过 曲面 S$ 的 通 量 ， 称 为 的 涡 通 量 。(7.26) 式 表明 ， 涡 通 量 等 
”于 环 其 ， 它 仅 与 曲面 的 边界 线 C 有 关 而 与 曲面 S 的 形状 无 关 ， 
、 中 称 为 Stokes 环 量 定理 。 
i (3) 旋 度 的 性质 
在 矢量 场 中 取 一 个 面 元 矢量 
“4S=NaS, 0 “ 基 
为 4 六 (图 7- 的 5 客 称 为 环 量 
面 密度 。 i 


5 =N. rot, 


即 环 量 面 密度 与 面 元 法 矢量 的 方向 有 关 ， 当 它 与 旋 度 rot 忆 方 
向 一 残 时 ，5 克 -有 裤 大 值 。 且 


或 者 换 一 种 说 法 ， 旋 度 等 于 环 量 面 密度 的 极 大 值 ， 并 与 此 时 面 
元 法 矢 的 方向 一 致 。 
. 由 广义 Gauss 公式 (7。 13), 还 可 以 给 旋 度 一 个 定义 ， 


rotF :=1in 


-linn [dSxF, z | (7.27) 
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-一 着 取 AF 为 一 圆 球 (图 7-8)， 
AV = rr, 而 


dSxF—NxFdS 


= 人 Ex Fd5, 


图 7-8 


则 


rotF=lim 
r -也 小 


|fRxFas. (7.28) 
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3 
4nr’ 
视 也 为 速度 ，dS 为 注 球 沉 面 元 的 质量 ， 则 ]| 妨 x Pd5 为 区 

. 3 
球 壳 对 球 心 的 动量 矩 ， 而 济 球 壳 绕 球 心 轴 的 转动 惯量 为 和 rr4， 


所 以 (7.28) 式 可 以 解释 为 2 倍 动 则 掉 除 以 转动 惯量 ， 鲫 球 壳 平 
均 角 速度 的 2 倍 。 


37.5 无 旋 场 
(1) 无 旋 和 有 势 
- 如果 撩 量 场 4 的 旋 庆 fot 各 处 处 为 0 ， 则 称 此 矢量 场 为 天 
猎场 。 由 Stokes 定理 知 ， 在 克 旋 场 4 中 的 环 量 中 有"d 民 亦 处 
处 为 960。 根据 87.2(2) 关 于 环 量 的 讨论 ， 可 以 知道 此 时 线 积 分 
所 4-dR 与 积分 路 线 无 关 ， 从 而 可 以 定义 出 一 个 标量 函数 
vBR)—|, A.dR+ oR,), (7.29) 


式 中 gw( 召 ,) 的 值 ， 可 以 任意 选 定 。 
现在 我 们 来 讨论 p 与 和 4 的 微分 关系 。 若 场 点 屁 变 动 dE&， 


从 隐 点 变 到 zm 点 (图 7-9)， 则 . 


dp ha xs+dxi， 语 (6.19) 式 ，9 的 微分 为 


dp=dR.vy9 
. WN: (xi. Xa, X31) =dx,0.q, 
图 了 -9 又 根据 9 的 定义 (7.29? 式 知 


dpg= A.dR =a,dx,, 

由 此 可 得 | 
(99 一 G)dx 一 0。 (7.30) 

由 于 从 庙 点 变动 到 mi 点 是 任意 的 ， 可 以 取 dx 关 0， dx 二 

dxs 一 0， 则 得 op 一 ac 一 0， 同 理 可 得 92:0 一 43 一 0 和 0swp 一 0s 一 

0, 即 

0909=4， grado 一 上 。 31 


ee ee 
场 或 梯度 场 。 无 无 旋 场 一 定 势 场 。 还 还 可 以 证 明 ， 有 势 场 也 一 


定 是 无 旋 场 ， 这 是 因为 ， 如 果皮 有 并 4 一 GyV， 则 4 的 旋 度 

”可 表示 为 

" (rot 及) 二 eiji0;01 二 Ei10.01P， 

而 86 关于 tf、j 对 称 ， 因 此 rot 所 =0。 po 
en 


执 场 是 等 从 的 。 通 党 认为 (7.31) 武 是 势 函数 多 的 定义 ， 则 ' 


《7.29) 式 表明 ， 只 要 44 无 旋 ，p 是 存在 的 。 容 易 证 明 ， 在 允许 
粗 差 一 个 任意 常数 的 条 件 下 ， 势 函数 是 唯一 的 。 事 实 上， 设 
9 各 沙 都 是 妥 的 势 浮 数 ，F9= 二 8 二 及， 则 3g 一) 二 0， 一 
Y=c《 常数 ) 。 
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i -中 
en em 


La 


有 旁 场 站 部 以 用 势 函 数 完全 描述 ， 将 矢量 场 化 为 标量 场 
来 处 理 ， 这 在 数学 上 有 极 大 的 方便 。 
例 ?7.1 已 知 笑 量 场 为 了 
Qz 一 拉 一 2 一 2X2 十 z，G: 一 一 2X2Z 十 3。 
它 是 藻 有 势 ? 若 为 有 势 场 ， 求 势 函 数 gp。 
解 ” 先 计算 矢量 场 的 旋 度 ， 


: Oa _ ga 1.1 
CR Oy Oz 1 1 | 0, 
Da __ oo -vv 到 
《rot 有), 一 -3 二 i 2z 一 (一 2z) 一 0， 
Se da, OO dT 
{rot 及 ).= de "Br ™2Y 2y=0, 


' 故此 为 无 旋 场 ， 现 在 求 势 函 数 p。 
方法 1 罕 出 全 微分 形式 的 dg， 
dp=adx+a,dyta.dz 
=(y:— zdx+(2xyt+ zdy+ (yy~—2x2)d2 
=—ydx— zdx+xd(y)+ zdy+ydz— xd(z’) 


d(xy:— x2+y2), 

所 以 
.P=XY 22) YZ2+e, ， 

国 0 . » 

> 二 .全 

方法 2 由 Gx 王 3 2 Gx 3 可 得 

9 一 %( 扩 一 2 0) 十 大 zz) 


式 中 72， = ) 为 待 求 函 数 。 令 -52 一 ay 得 


.7 、 


2%# 十 -一 一 3 一 2X2 十 2， 


所 以 
一 2z 十 92)， 罗 一 %( 扣 一 22) 十 2 史 2 十 9 


” 式 中 的 9( z) 为 待 求 函 数 。 令 -92 一 0.， 得 
dg 
一 2X2 十 yy 十 一 二 Ts = 一 2xz 二 + y， 


所 以 - 
gt, p—=xt{y’ 一 2 上 gz+e 

式 中 的 c 为 任意 常数 。 

方法 5 .9 一 | oxdx+a,dy+adz 是 一 个 线 积分 ， 而 积 
分 路 径 可 以 任意 选择 。 我 们 可 以 规定 一 条 简单 的 积分 路 线 ， 它 
由 3 段 直线 组 成 ， 第 一 段 检 aC40,0,0) 到 5(x, 0, 0)， 则 dy 二 
dz 二 0; 第 二 段 从 5b(x,0,0) 到 ctx,y,0)， 则 dz 二 dx 二 0， 
第 三 股 从 cCx，y,0) 到 dx,y2)， 则 dx 一 4 一 0， 于 是 


ce d $ 
rg =| sax 十 | ,ovdyt | a:dz+c 


=| oadx + [2xydy +|C-2rst date 


=Xy:— XZ: 二 yy2 二 + 
在 以 上 求 g 的 3 种 方法 中 ， 采 用 第 三 种 方法 要 特别 谨 屏 ， 
因为 它 是 一 个 线 积 分 ， 对 于 无 旋 场 来 说 此 线 积分 与 积分 路 径 无 
关 ， 可 以 由 它 求 出 势 函 数 。 如 果 矢 量 场 有 旋 无 势 ， 也 能 算出 一 个 
个 线 积分 来 ， 但 那 将 不 是 势 函 数 。 
(2》 调和 场 


8 


| 


有 一 种 矢量 场 4， 它 不 仅 无 旋 (rot 人 =0)7， 而 且 无 源 
(div4 一 0?， 这 种 矢量 场 称 为 调和 场 (harmonic field)。4 无 
旋 ， 故 有 势 ， A=Vyp。 且 元 源 ， V* 本 一 0 所 以 

VVo=V’9=0, 


, O00:9 =0, 


此 式 称 为 Laplace 方程 。 满 足 Laplace 方程 的 函数 要 化 组 


和， 在 定义 城内 没有 极 值 ， 故 称 为 调和 函数 。 求 解 调 和 场 的 问 


题 ， 就 妇 结 为 在 给 定 定 的 边界 条 件 下 求解 Laplace 方程 了 。 


习题 7 


?7.1 求 2 维和 失 量 场 
A=—Cxxsti) 盏 :二 (二 x+ X%1 十 了 )E, 


沿 回 周 线 xi 十 x? 二 a? 的 环 量 厂 。 
7.2 求 矢 量 


村 = dx1%s El— x3 E, 


+ x2xa Es | 
穿 出 图 7-10 所 示 单 位 立方 体 表面 

的 通 量 。 
7.3 在 矢量 声 

通 一 (0X%5 十 X%a 一 4) Ei+ 3X1X2 E, 

图 7-10 bs +{2x1Xs+ x:) Es 
中 ， 计 算 穿 过 半球 面 x 十 将 十 x 二 16，xs 之 0 的 涡 通 量 。 
7,4 证 明 
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7 A=(2x+ 2x) 加 ,二 (4xs 十 Xi 十 2x) Ed (2xs 
为 调和 场 ， 并 求 它 的 势 轿 数 ，。 
7.5 证 明 矢 量 场 


A=— x BB/(xI+ xd) + x B/C?t Xi): 


+ B/Cxi+ za) 
”满足 关系 式 4xrot4 一 0。 
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一 6X3) Bs 


[要 


A 


5 网.7 


(1.T)3ad。 10) Be (0ut Gi) 
2 

{2.3) 20。 

(3.1) cos YX ) 寺 cos Xy 8 十 cosX，27) 一 1 

"oe (3.2})Y1/ 一 w 6， 8 一 2 2， gs 一 w 3。 


(3.3) 一 1.2948，as 一 一 0,9652， as 一 一 3.7937。 


(4.1) K 一 aa 十 b2)8  T 一 5/(az 十 b2)。 €4.3) T= 
2n02 BH, . : 

(5.5) …， l=sSingsinpsind cosgpcosp, ** 。 
(6.4) (¢) vr=R/r, (ey).v:R=3, ({) VxR= 
0, (g) VC.R)=W(a,+ wi00), (6,.5) (¢) 
div A=—28, (6.6) (a) flr)=o/7s, 
(hb) rr) 一 cr 二 cz 。 

(7.1) 六 一直 ras， 沿 道 时 针 方向 积分 。(7.2) 3/2。 


(7.3) 一 16r， 耶 面 以 x 十 十 3 之 16 的 一 边 为 法 矢 
正方 向 。(7 ,4) 见 一 x 十 2x 一 3x% 二 XiX2 十 2%pXs 十 C。 


101 


